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Vorwort 


Dieser Band gliedert sich in Variationsrechnung, Differentialgeometrie und ma- 
thematische Grundlagen der Allgemeinen Relativitätstheorie. Er richtet sich an 
Studierende der Physik im Grund- und Hauptstudium sowie an alle, die sich 
näher mit Variationsrechnung und Relativitätstheorie befassen wollen. Als Ein- 
stiegsvoraussetzung reicht im Wesentlichen der in Band 1 behandelte Stoff. 


Gegenstand der klassischen Variationsrechnung sind Variationsintegrale F(v), 
wie z.B. das Wirkungsintegral der Mechanik, die Bogenlänge oder der Flächen- 
inhalt, wobei v eine Funktionenklasse V von Kurven bzw. Flächen durchläuft. 
Gefragt wird nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass ei- 
ne Funktion u € V ein Minimum von 7 in V liefert. Notwendig hierfür ist 
das Verschwinden der ersten Variation von F an der Stelle u, ö6F(u) = 0. 
Aus dieser Stationarität von u ergibt sich eine Differentialgleichung für u, die 
Euler-Gleichung. In 82 stellen wir die Euler-Gleichungen für einige klassische 
Variationsprobleme auf. 


Für viele Gebiete der theoretischen Physik ist es möglich und zweckmäßig, ein 
Wirkungsprinzip der Form 6F(u) =0 zur Formulierung der Grundgesetze an 
die Spitze zu stellen. Das ist meistens der einfachste und sicherste Weg, die 
grundlegenden Gleichungen aufzustellen; darüberhinaus lassen sich aus Inva- 
rianzeigenschaften des Wirkungsintegrals auf systematische Weise Erhaltungs- 
größen gewinnen. Demgemäß spielen Variationsprinzipien in allen Teilen dieses 
Buches eine wichtige Rolle, z.B. in der Punkt- und Kontinuumsmechanik, in 
der geometrischen Optik, für Minimal- und Kapillaritätsflächen, für Geodäti- 
sche auf Flächen und für die Einsteinschen Feldgleichungen der Allgemeinen 
Relativitätstheorie. 


In der Allgemeinen Relativitätstheorie wird Gravitation als geometrische Eigen- 
schaft einer vierdimensionalen Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit beschrieben. Der 
für diese Theorie benötigte Apparat (Mannigfaltigkeiten, Tensoren, Lorentz- 
Geometrie) wird in $8 und $9 bereitgestellt. Als Vorbereitung hierfür kann der 
Abschnitt 87 über Flächen im R? dienen, in dem die grundlegenden Begriffe 
der Differentialgeometrie mit geringerem technischen Aufwand und orientiert 
an der räumlichen Anschauung eingeführt werden. 


Wir haben uns bemüht, den Zugang zu den angesprochenen Themen zu erleich- 
tern und wichtige Konzepte gut zu motivieren. Bei der Variationsrechnung, der 
Hamiltonschen Mechanik, der geometrischen Optik und der Differentialgeome- 
trie von Flächen im R? wird die Notation der Vektoranalysis zugrunde gelegt 
und die Verwendung von Differentialformen vermieden. In der Differentialgeo- 
metrie und der Relativitätstheorie (88-811) wird vor allem bei der Einführung 
von Begriffen nach Möglichkeit die invariante Schreibweise verwendet. Diese 
kommt der Notation der Vektoranalysis am nächsten und lässt den geometri- 


6 Vorwort 


schen Gehalt deutlicher hervortreten als der Koordinatenkalkül. Jedoch stellen 
wir allen wichtigen invariant formulierten Rechnungen die entsprechende Ko- 
ordinatenversion zur Seite, um den an die Koordinatenschreibweise gewöhnten 
Leserinnen und Lesern entgegen zu kommen. 


Für wertvolle kritische Anmerkungen danken wir unseren Kollegen Frank Loose 
(885,10, 11) und Herbert Pfister (8810, 11) sehr herzlich. Frank Loose verdanken 
wir auch einen einfachen Zugang zu den hyperbolischen Räumen. Unser ganz 
besonderer Dank gilt Ralph Hungerbühler für die drucktechnische Gestaltung 
der ersten beiden Auflagen und für das Erstellen der Figuren. Ohne seinen 
Einsatz, seine Sachkenntnis, seine Hilfsbereitschaft und seine Geduld mit den 
Autoren hätte dieses Buch nicht entstehen können. 


Tübingen, September 2016 H. Fischer, H. Kaul 


Zum Gebrauch. Ein Querverweis, wie z.B. auf $3:3.4 (a), bezieht sich auf 83, 
Abschnitt 3, Unterabschnitt 3.4, Teil (a). Innerhalb von $ 3 wird die betreffende 
Stelle nur mit 3.4 (a) aufgerufen. Literaturverweise wie z.B. auf [7] GIAQUINTA, 
M., HILDEBRANDT, S.: Calculus of Variations, Vol.I, Ch.6, 2.4 Prop.1 erfolgen 
nach dem Muster 


GIAQUINTA-HILDEBRANDT [7, I], Ch. 6, 2.4 Prop.1. 


Durch das Symbol (Übungsaufgabe) werden die Leserinnen und Leser auf- 
gefordert, Rechnungen oder Beweisschritte selbst auszuführen. Mit * markierte 
Abschnitte können bei der ersten Lektüre übergangen werden. 


Wegweiser. Für die Anwendungen der Variationsrechnung auf die Mechanik 
und auf die Optik genügt es, neben 81 die ersten drei Abschnitte von 82 zu lesen 
und das Hauptergebnis 8$3:3.4 zur Kenntnis zu nehmen. Die Differentialgeome- 
trie von Flächen (87) ist von den vorangehenden Abschnitten unabhängig; nur 
bei der Kennzeichnung von geodätischen Kurven als lokal kürzeste Linien wird 
ein Ergebnis aus 85 verwendet. Für einen ersten orientierenden Einstieg in die 
Relativitätstheorie wird zu Beginn von 810 ein Leitfaden gegeben. 


Bezeichnungen, Symbole und Abkürzungen orientieren sich im ersten Teil 
dieses Buches an den vorangehenden Bänden; im Symbolverzeichnis ist nur neu 
Hinzugekommenes aufgeführt. Ab $8 passen wir uns der in der Differentialgeo- 
metrie üblichen Notation an. 


Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschläge von unseren Lesern neh- 
men wir dankbar entgegen unter helmut..kaul@uni-tuebingen.de. 
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Kapitel I 


Variationsrechnung 
81 Übersicht 


1 Beispiele für Variationsprobleme 


1.1 Bahnen kürzester Laufzeit 


(a) Ein Teilchen bewege sich in der x,y-Ebene so, dass seine Geschwindigkeit 
in jedem Punkt (x,y) einen vorgegebenen Wert v(z,y) annimmt. Zu zwei ge- 
gebenen Punkten A= (a,a), B= (ß,b) betrachten wir alle Verbindungswege 
C, die Graph einer C!-Funktion u: [@, 8] > R sind. Die Laufzeit längs einer 
solchen Bahn C ist 


Gefragt wird nach einem Minimum von T(u) in der Klasse V aller C!-diffe- 
renzierbaren Funktionen u: [%,$] > R mit u(a) =a, u(ß) =b. 


Auf diese Problemstellung führt z.B. das Fermat-Prinzip für ein isotropes, 
achsensymmetrisches optisches Medium mit Brechungsindex n(xz,y) und Ge- 
schwindigkeit v(z,y) = c/n(xz,y) (c = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum). Bei 
konstantem Brechungsindex ergibt sich die Frage nach der kürzesten Verbin- 
dungslinie zwischen A und B. 


(b) Ein Spezialfall von (a) ist das Bra- A d 
chistochronenproblem: Dabei sind } Rd 
in einer zur Erdoberfläche senkrechten 

Ebene zwei nicht übereinander liegen- 

de Punkte A, B gegeben; A liege höher 

als B. 

Gesucht ist eine ebene Bahn, auf der 

ein Massenpunkt unter dem Einfluss 

der Schwere reibungsfrei in kürzester 

Zeit von A nach B gleitet. Da die- ß B 
se aller Voraussicht nach im Punkt A 

eine senkrechte Tangente haben wird, 

wählen wir das nebenstehend skizzierte 

Koordinatensystem. Nach dem Ener- 

giesatz ist dann v(x,y) = V2gR. 


© Springer-Verlag GmbH 2017 
H. Fischer und H. Kaul, Mathematik für Physiker Band 3, 
DOI 10.1007/978-3-662-53969-9_1 





10 81 Übersicht 


Zu bestimmen ist also eine Bahn mit kürzester Fallzeit 


8 
= 1+u’(x)? 5 
T(u) = / a 728 d 


in der Klasse V aller C!-Funktionen u: [0,8] — R mit u(0) = 0, u(ß) =b. 


1.2 Minimalflächen 


Minimalflächen dienen als mathematisches Modell für Seifenhäute. Eine in eine 
oder mehrere geschlossene Kurven des R? eingespannte Fläche heißt Minimal- 
fläche, wenn sich der Flächeninhalt unter kleinen lokalen Deformationen nicht 
verringert. Die Annahme des absoluten Minimums des Flächeninhalts wird da- 
bei nicht gefordert. Die Frage nach der Fxistenz und den Eigenschaften von 
Minimalflächen bei vorgegebener Berandung wird Plateausches Problem ge- 
nannt. Wir betrachten hier zwei spezielle Situationen; auf das allgemeine Pro- 
blem gehen wir in 86:2.3 ein. 


(a) Sei CR? ein beschränktes Gebiet, und 9:90 —R eine C!-differen- 
zierbare Funktion. Für eine in die Kurve T = {(x,y,g(z,y)) | (x,y) € 90} im 
R? eingespannte Graphenfläche, gegeben durch eine Funktion u € C!(D) mit 
u=g auf O0, ist der Flächeninhalt 


1+||Vu(z,y)||? dedy, 


vergleiche Bd.1, 825:2.5 (a). Wir fragen nach einem Minimum von A(u) unter 
den eben genannten Bedingungen. 


(b) Lassen wir den Graphen einer positiven C!-Funktion u: [a,8] > R um 
die x-Achse rotieren, so entsteht eine zwischen zwei Kreisringen eingespannte 
Rotationsfläche mit Flächeninhalt 


ß 
Alu) = 27 [ ul) Yl+w(2)? de. 


Wir untersuchen in 82:2.5, unter welchen Bedingungen eine solche Rotations- 
fläche eine Minimalfläche ist. 


1.3 Das Hamiltonsche Prinzip der Punktmechanik 


Wir betrachten ein mechanisches System mit m Freiheitsgraden und der La- 
grange-Funktion L = T— U, wobei die potentielle Energie U(t,q) von den 
Ortskoordinaten q = (q1,.:.,9m) und der Zeit t abhängt und die kineti- 
sche Energie T(t,q,4) von den Ortskoordinaten q = (q1,..:,9m) und den 
Geschwindigkeitskoordinaten 4 = (G1,...,gdm) und von t. Für eine beliebige 
C!-Kurve t+> q(t) heißt 


1 Beispiele für Variationsprobleme I: 


W(g) = Wiq,ltutz]) := [ Libsalı),&)) di 


tı 
das Wirkungsintegral auf dem Zeitintervall [tı,t2]. 


Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung besagt, dass jede 
Bahnkurve t > q(t) des Systems durch folgende Eigenschaft ausgezeichnet 
ist: Auf hinreichend kleinen Zeitintervallen [tı,t2] ist 


W(g, Itı,t2]) < W(v; [tı,t2]) 


für alle C'-Kurven v: [tı,t2] > R” 
mit v(tı) = q(tı), v(t2) = q(t2) und 
genügend kleinem Abstand zur Bahn- 
kurve q. 

Die Bahnkurve q minimiert also das 
Wirkungsintegral im Vergleich mit al- 
len denkbaren (virtuellen) Vergleichs- 
kurven v, dieaus q durch kleine, zeit- } } > 
lich lokalisierte Deformationen hervor- tı t2 t 
gehen. 





Dieses Prinzip ist äquivalent zum Prinzip der stationären Wirkung (vgl. 83:3.6), 
das im holonomen Fall die allgemeinste Formulierung der Newtonschen Bewe- 
gungsgesetze darstellt und häufig an die Spitze der Mechanik gestellt wird, vgl. 
LANDAU-LIFSCHITZ [85, I] 8 2. 

Aus diesem lassen sich in systematischer und übersichtlicher Weise die Bewe- 
gungsgleichungen ableiten und Erhaltungsgrößen gewinnen; ferner bildet es den 
Ausgangspunkt für die Jacobische Integrationsmethode. 

Das Prinzip der stationären Wirkung ist nicht auf die Punktmechanik be- 
schränkt; die meisten Feldtheorien lassen sich auf Variationsprinzipien zurückfüh- 
ren. 


1.4 Geodätische 


Eine Kurve C auf einem Flächenstück M C R? heißt Geodätische, wenn sie 
zwischen je zwei hinreichend benachbarten Punkten aı,a2 € C die kürzeste 
Verbindung auf der Fläche herstellt. 

Diese Minimumaufgabe lässt sich analytisch wie folgt fassen: 

Wir fixieren eine Parametrisierung ®:R? > U R? von M und erhalten 
jede Verbindungslinie von aı,a2 € M als Spur einer Kurve &« = ®ov, wobei 
t > v(t) = (vi(t),va(t)) eine Kurve im Parameterbereich mit vorgegebenen 
Endpunkten ist. Mit den Bezeichnungen gi; := (®,0,;®) ergibt sich für die 
Länge einer solchen Verbindungskurve 


t2 


L(e) = [Ela = [(D Wi)" a 


tı il 
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[ö4]; vgl. Bd.1, 825:2.1. Durch die rechte Seite ist ein Variationsintegral £(v) 
für eine ebene Kurve mit vorgegebenen Endpunkten definiert, das zu minimieren 
ist. Näheres hierzu wird in 87:5.2 ausgeführt. 


1.5 Isoperimetrische Probleme 


Die Legende über die Gründung Karthagos (ca. 890 v. Chr.) berichtet, dass 
die phönizische Prinzessin DIDo nach ihrer Vertreibung sich vom numidischen 
König Jarbas soviel Land erbeten habe, als sie mit einer Stierhaut begrenzen 
könnte. Sie soll die Stierhaut zu einem dünnen Streifen zugeschnitten haben, 
um damit ein möglichst großes Areal zu umspannen. 


Dass von allen ebenen Figuren gleichen Umfangs (100 negıueroov) der Kreis 
den größten Flächeninhalt besitzt, galt von Alters her als evident. Einen ersten 
Schritt zum Beweis dieses Sachverhalts tat ZENODORUS um 180 v. Chr. Er 
zeigte, dass die Kreisfläche größer ist als die jedes n-Ecks mit gleichem Umfang. 
Die Vollendung des Beweises für ebene Figuren allgemeiner Art, denen sich 
ein Umfang und ein Flächeninhalt zuschreiben lässt, gelang EDLER 1882 nach 
Vorarbeit von Jacob STEINER. 


Einfacher zu behandeln ist das 1697 von Jakob BERNOULLI in Angriff genom- 
mene Problem, für alle RkUopeN u:[a,8] > R+ mit u(a) = Bor =(0 und 


vorgegebener Graphenlänge j ‚/1+u’(x)? dx den Flächeninhalt Fu x) dx un- 


ter dem Graphen zum Maxi zu machen. 


1.6 Die Variationsmethode für das Dirichlet-Problem 
Wir betrachten das Dirichlet-Problem 


(D) -Au=fim2, u=g auf ON 


auf einem Normalgebiet Q C R” mit gegebenen Funktionen f € C!(R) und 
ge C!(9N). Zum Nachweis der Existenz einer Lösung wird in Bd.2, $14:6 das 
Dirichlet-Integral 


J(v) := S (3 vol? - fv)a x 


Q2 


betrachtet und die Existenz eines Minimums von J(v) in einer geeigneten Funk- 
tionenklasse Y nachgewiesen. Die Minimumstelle u von J liefert dann eine 
Lösung von (D) im schwachen (distributionellen) Sinne. 


1.7 Optimale Kontrolle 


Wir erläutern die Problemstellung am Beispiel der Steuerung einer Rakete. Die- 
se soll auf einer Bahn t+> y(t) = (q(t),4(t)) im Phasenraum R in vorgege- 


2 Problemstellungen und Methoden der Variationsrechnung 13 


bener Zeit T von a=q(0) bis b=q(T) fliegen, gesteuert durch Rückstoßbe- 
schleunigung u(t) mittels Treibstoffverbrennung. Die Bewegungsgleichung sei 


My) = flt,yC),uß)). 


Es sind system- und ressourcenbedingte Einschränkungen der Form 


2) stt,y(@),ut)) 20 


zu berücksichtigen. Zu gegebenen Daten a,b,f,g sollen die Bahnkurve y und 
die Steuerungsfunktion u unter den Nebenbedingungen (1),(2) so bestimmt 
werden, dass eine „Kostenfunktion“ 


Fy,u) = [ Flt,y(t),u(t))dt + V(T,y(T)), 
0 


z.B. der Treibstoffverbrauch, minimal wird. 


Die optimale Kontrolltheorie ist ein Gebiet von großer Bedeutung für Tech- 
nik und Ökonomie. Wir können aus Platzgründen hierauf nicht eingehen und 
verweisen auf die im Literaturverzeichnis angegebene Literatur. 


2 Problemstellungen und Methoden der Variationsrechnung 


2.1 Variationsfunktionale und Variationsklassen 
(a) Bei einem eindimensionalen Variationsproblem 1. Ordnung sind ge- 
geben 


— ein Variationsintegral F für Kurven v: [a,8] > R”, 


ß 
FW) = [ Fa,v(e),v’(e))de, 
— eine Variationsklasse oder Vergleichsklasse V, welche die von der Auf- 
gabenstellung her zugelassenen Vergleichskurven v enthält. 


Hierdurch ist eine Funktion 
F:V—R 


definiert, das Variationsfunktional. Bei dieser abstrakten Betrachtungsweise 
werden die Vergleichskurven als Punkte in der Menge V aufgefaßt. Gefragt wird 
nach Stellen ueV, in denen 7 ein lokales oder absolutes Minimum annimmt 
oder stationär wird. 


Maximumprobleme lassen sich durch Übergang von F zu —F auf Minimum- 
probleme zurückführen. 


Die Variationsklasse V besteht in den meisten Fällen aus Kurven, die ei- 
ner Randbedingung genügen, im einfachsten Fall vorgeschriebene Endpunkte 
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v(a) = a, v(ß) = b (Zweipunktproblem) oder bewegliche Endpunkte auf 
vorgegebenen Untermannigfaltigkeiten des R””. 


Komplizierte Vergleichsklassen V entstehen durch Hinzunahme von Nebenbe- 
dingungen. Beispiele hierfür sind (vgl. Abschnitt 1): 


— holonome (punktweise) Nebenbedingungen, bei denen die Kurven auf 
einer gegebenen Fläche liegen sollen, 


— isoperimetrische Nebenbedingungen 5 G(z,v,v’)de = c, 
— Differentialgleichungs-Nebenbedingungen wie in 1.7. 


Variationsprobleme zweiter Ordnung enthalten auch die zweite Ableitung v” 
im Variationsintegral. Solche kommen z.B. bei der Balkenbiegung vor, wo die 
Krümmung im Integranden auftritt. 


(b) Bei mehrdimensionalen Variationsproblemen erster Ordnung be- 
trachten wir Variationsfunktionale #:VY— R der Form 


Fv) = [ Fix, v(x), Dv(x)) d”x. 
9 


Die Elemente von V sind hier Funktionen, Vektor-oder Tensorfelder auf einem 
Gebiet & C R”. Die Vergleichsklasse V ist wieder durch Randbedingungen 
und gegebenenfalls durch punktweise oder isoperimetrische Nebenbedingungen 
festgelegt. 


Mehrdimensionale Variationsprobleme zweiter Ordnung enthalten auch zwei- 
te Ableitungen von v im Variationsintegral. Solche Probleme treten in der Elas- 
tizitätstheorie und in der Allgemeinen Relativitätstheorie auf. 


2.2 Klassische Variationsrechnung 


In diesem ältesten Zweig der Variationsrechnung werden vorwiegend Variations- 
probleme für Kurven betrachtet. Dabei geht es vor allem um die Aufstellung 
notwendiger und hinreichender Bedingungen dafür, dass eine Kurve ueV ein 
lokales Minimum von F:V-R liefert. Was dabei „lokal“ bedeuten soll, d.h. 
welcher Abstandsbegriff für Kurven zugrunde gelegt werden soll, hängt von der 
Natur der Aufgabenstellung ab und wird in $2:1.2 diskutiert. 


Wir skizzieren die Grundidee für den einfachsten Fall, in welchem V durch 
vorgeschriebene Endpunkte festgelegt ist. Für eine Kurve u: [a,8] > R’”” mit 
u € V betrachten wir Richtungsableitungen, bezeichnet mit 


d d 
öF(u)p := Fur sp), ‚ PFlu)p := 75 Flut sp)|,, j 


Hat F an der Stelle u V ein lokales Minimum, so gilt F(u+ sp) > F(u) für 
jede hinreichend glatte Kurve p mit p(a) = Y(ß) =0O und für |s| «1. 
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Denn für jeden solchen Variationsvektor g erfüllt die Vergleichskurve u-+ sp 
dieselben Randbedingungen wie u und ist für |s| « 1 hinreichend benachbart 
zu u. Es folgt 


Fu) =0, PFW)p>0 


für alle Variationsvektoren p. 


Aus der ersten Bedingung ergibt sich ein Differentialgleichungssystem 2. Ord- 
nung für u, die Euler-Gleichungen, deren Lösungen Extremalen genannt 
werden. Aus der zweiten folgt eine Konvexitätsbedingung für den Integranden 
F (Legendre-Bedingung) sowie eine Längenbeschränkung für das Intervall 
[@, 8] (Jacobi-Bedingung). 


Hinreichende Bedingungen dafür, dass eine gegebene Fxtremale ueYV ein lo- 
kales Minimum für F:V — R liefert, bestehen in Verschärfungen der beiden 
Kriterien. Die verschärfte Konvexitätsbedingung an den Integranden, Ellipti- 
zität genannt, erweist sich als zentraler Begriff bei allen Minimumproblemen 
der Variationsrechnung. Diese Eigenschaft besitzen die Wirkungsintegrale der 
Punktmechanik und (nach geeigneter Umformung) auch die Laufzeitintegrale 
der geometrischen Optik. 


2.3 Hamiltonsche Mechanik und geometrische Optik 


(a) Ausgangspunkt für die Hamiltonsche Mechanik von Massenpunkten ist die 
aus dem Hamiltonschen Prinzip 1.3 folgende Tatsache, dass für jede Bahnkurve 
t> q(t) eines mechanischen Systems die erste Variation des Wirkungsintegrals 
W(g)=W(g, Itı,t2]) verschwindet, d.h. es gilt 


$W(q)py = 0 


für alle Variationsvektoren p mit gl(tı) = p(t2) = 0 und alle hinreichend 
kleinen Zeitintervalle [tı,t2]. 


Äquivalent hierzu ist das Bestehen der Euler-Gleichungen, in der Mechanik 
auch Euler-Lagrange-Gleichungen genannt. 


Auf dieser Grundlage entwickeln wir folgendes Programm: 
— Transformation der Euler-Gleichungen in ein System von Differentialglei- 
chungen 1. Ordnung, die Hamiltonschen Gleichungen, 


— Aufstellung von Erhaltungsgrößen für Systeme mit Invarianzeigenschaften 
(Noetherscher Satz), 


— Integrationsmethoden für die Bewegungsgleichungen (Hamilton-Jacobi- 
Theorie). 


Die im Hamiltonschen Prinzip 1.3 formulierte Minimaleigenschaft des Wirkungs- 
integrals kann für diese Untersuchungen außer Acht gelassen werden. 
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(b) Ein Ziel der geometrischen Optik ist die Beschreibung der Lichtausbreitung 


— längs Strahlen nach dem Fermatschen Prinzip, 
— durch Wellenfronten nach dem Huygensschen Prinzip, 


— der Nachweis der Gleichwertigkeit beider Prinzipien. 


Die Verbindung der beiden Bilder der Lichtausbreitung wird durch Hamiltons 
Prinzipalfunktion hergestellt. Letztere ist Lösung einer Differentialgleichung 
1. Ordnung (der Eikonalgleichung) und liefert die „vollständige Figur“ einer 
Schar von Wellenfronten und eines diese transversal durchsetzenden Bündels 
von Lichtstrahlen. 


2.4 Die direkte Methode der Variationsrechnung 


Gegenstand der klassischen Variationsrechnung ist die Untersuchung der Mi- 
nimaleigenschaft von Extremalen. Die Anwendung der dabei aufgestellten Kri- 
terien setzt konkret gegebene Extremalen voraus. Nun lassen sich die Buler- 
Gleichungen nur in wenigen Fällen explizit lösen; in den übrigen Fällen ist es 
offen, ob es in einer Variationsklasse überhaupt Extremalen bzw. absolute oder 
lokale Minimumstellen gibt. 


Diese Fragen sind das Thema der direkten Methode der Variationsrechnung, 
die um 1900 von HILBERT und LEBESGUE ins Leben gerufen wurde. In die- 
ser Theorie werden Kriterien dafür aufgestellt, dass ein elliptisches, nach unten 
beschränktes Variationsfunktional 7 :V — R sein Infimum d = inf F(V) 
annimmt. Diese Methode ist u.a. ein wichtiges Hilfsmittel, um die Lösbarkeit 
solcher partieller Differentialgleichungsprobleme zu beweisen, die sich auf Va- 
riationsprobleme zurückführen lassen. Das Verfahren wurde in Bd. 2, 814:6 am 
Beispiel des Dirichlet-Problems erläutert, vgl. 1.6. 


Bei der direkten Methode stellen sich zwei Aufgaben: 


— Existenzbeweis für Minimumstellen. Hierzu wird das Variationsfunktio- 
nal zu einem Funktional F auf eine größere Funktionenklasse V fortgesetzt, 
die bezüglich einer dem Problem angepassten Integralnorm vollständig ist. Nach 
Einführung eines „schwachen“ Konvergenzbegriffs wird dann gezeigt: Ist (ur) 
eine Minimalfolge, d.h. eine Folge in V mit 

lim F(ur) = d, 

ko 
so konvergiert eine Teilfolge gegen ein u V, und es gilt F(u) = d, falls F 
unterhalbstetig ist. Die minimierende Funktion u besitzt im Allgemeinen nur 
schwache (distributionelle) Ableitungen und braucht im mehrdimensionalen Fall 
nicht einmal stetig zu sein. Wir sprechen daher von einer schwachen Lösung 
des Minimumproblems. 


— Regularitätsbeweis für schwache Lösungen. Hierbei werden für schwa- 
che Lösungen Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften nachgewiesen. 


2 Problemstellungen und Methoden der Variationsrechnung 17 


Von besonderem Interesse sind Probleme, deren Lösungen so oft differenzier- 
bar sind wie der Integrand („optimale Regularität“). In vielen Fällen, vor allem 
bei mehrdimensionalen, vektorwertigen Variationsproblemen, lässt sich Differen- 
zierbarkeit der Lösung nur außerhalb einer Singularitätenmenge zeigen („parti- 
elle Regularität“); hier ist der schwache Lösungsbegriff der natürliche. 


2.5 Zum Aufbau des ersten Kapitels 


Die Grundzüge der klassischen Variationsrechnung werden in 82 und 83 behan- 
delt. In 82 werden die Euler-Gleichungen für ein- und mehrdimensionale Varia- 
tionsprobleme sowie für isoperimetrische Variationsprobleme aufgestellt und für 
einige klassische Spezialfälle gelöst; ferner werden für elliptische eindimensionale 
Probleme die Regularität der Lösungen bewiesen und die Hamiltonschen Glei- 
chungen hergeleitet. In 83 werden notwendige und hinreichende Bedingungen 
für ein lokales Minimum beim Zweipunktproblem hergeleitet. 


Wer schnell zur Hamiltonschen Mechanik (84) vordringen will, benötigt aus 82 
nur die Abschnitte 1,2,3,6; von 83 ist hierfür hauptsächlich von Interesse, dass 
das Prinzip der kleinsten Wirkung in der Punktmechanik äquivalent zu dem der 
stationären Wirkung ist (Schlussfolgerung 3.6 aus dem Hauptsatz 3.4). 


Das mit dem Fermat-Prinzip verbundene Laufzeitintegral ist von anderem Typ 
als das Wirkungsintegral der Punktmechanik. Integrale dieser Art, sogenann- 
te parametrische Integrale, treten auch beim Problem der Geodätischen auf 
Flächen auf. Daher wird in $5 zunächst die Theorie parametrischer Variations- 
integrale vorgestellt, bevor das in 2.3 (b) entworfene Programm durchgeführt 
werden kann. 


Die für die ersten fünf Paragraphen erforderlichen Vorkenntnisse sind im We- 
sentlichen durch Band 1 abgedeckt; nur stellenweise werden Grundergebnisse 
über gewöhnliche Differentialgleichungen bemüht. Für die direkten Methoden 
in 86 wird dagegen in stärkerem Maße auf Band 2 zurückgegriffen. In diesem 
Paragraphen müssen wir uns wegen des gesetzten Rahmens darauf beschränken, 
die Vorgehensweise zu schildern und einzelne Anwendungen zu besprechen; für 
die Beweise verweisen wir häufig auf die Literatur. 
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82 Extremalen 


1 Das Zweipunktproblem 


1.1 Bezeichnungen 


Gegeben seien eine C?-Funktion F auf einem Gebiet Or CRXxR”x R”, ein 
Intervall [w, 8] und zwei Punkte a,b e R” mit (a,a,R”),(8,b,R”) C Dr. 
Wir betrachten das Variationsintegral 


ß ß 
Fiv) := [ F(a,v(x),v’(x))de, kurz F(v) = [ F(a,v,v’)d« 


auf der Variationsklasse V aller stückweis glatten Kurven v: [,#] > R” 
mit 

v(a)=a, v(ß)=b, 
für welche das Integral definiert ist. 


Eine Kurve v: [a,ß] > R’” heißt da- 
bei stückweis glatt, wenn sie durch 
das Aneinanderhängen endlich vieler 
C!-Kurven entsteht. Das bedeutet, 
dass v stetig ist und C!-differenzierbar 
mit Ausnahme höchstens endlich vieler 
Stellen, wobei in den Ausnahmepunk- t t > 
ten x die rechts- und linksseitigen Ab- 2 B 2 
leitungen v’(x+), v’(2—) existieren. 


R” 





Den Vektorraum der stückweis glatten Kurven v : [a, 8] — R’" bezeichnen wir 
mit PC!([a, 8], R”) bzw. PC! [a, ß] für m = 1. Für diesen Raum verwenden 
wir wahlweise die C’-Norm oder die C!-Norm, 


Ilullco := supfllu(@)|| | € [9 Al}, Iullcı := |Iullco + Iwllco ; 
wobei |[u’||co als Maximum der Normen ||u’||co(r, über alle Glattheitsinter- 
valle / von u zu verstehen ist. 





Wir wählen als Grundmenge die stückweis glatten Kurven, weil es Variations- 
probleme gibt, die keine C'-Lösungen, wohl aber PC'-Lösungen besitzen. Sol- 
che Beispiele bilden allerdings die Ausnahme und werden durch die in 1.3 (d) 
angegebene Elliptizitätsbedingung ausgeschlossen. 


Der Definitionsbereich D(F) eines Variationsintegrals F besteht aus allen 
PC!-Kurven v, für welche das Variationsintegral F(v) definiert ist, d.h. für 
welche der 1-Graph {(z,v(z),v’(z+)) | x € [u,ß]} zu Nr gehört. Das 
Integral F(v) ist dabei definiert als Summe der Integrale über die Glattheits- 
intervalle von v. 





Die Punkte von Dr bezeichnen wir mit 


(2,y, 2) = (8, Y13-.-»Ym» 213...» 2m): 
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Entsprechend bezeichnen wir die partiellen Ableitungen von F mit 


öF öF öF 
F, gt Yk a Fi; Fa (kKZJL.-m), 


die Jacobi-Matrizen bezüglich der Variablengruppen y,z mit 
Fy a (Fyıs:-; Fym); Fz 3 (Fayy..., Fem)- 


Für die zugehörigen Gradienten schreiben wir VyF', V,F. 


Die m x m-Matrizen der zweiten partiellen Ableitungen notieren wir in der 
Form 


Fzz := (Fayze) ; Fyz := (Fyrze) ; Fyy = (Fyrve)- 


1.2 Lokale Minima, erste und zweite Variation 
(a) Ein Funktional #:V— R auf einer beliebigen Vergleichsklasse V C D(F) 
besitzt an der Stelle ue V ein starkes lokales Minimum, wenn 
F(u) < F(v) für alleveV mit |u—-vlco <1, 
und ein schwaches lokales Minimum, wenn 


F(u) < F(v) für alle veV mit Ju-vlco <1. 


Jede starke lokale Minimumstelle liefert auch ein schwaches lokales Minimum 
[öAl. 

Ob es genügt, schwache lokale Minima zu finden, hängt von der Problemstellung 
ab; bei geometrischen Fragestellungen sind jedenfalls nur starke lokale Minima 
von Interesse. 


Die Aufstellung notwendiger Bedingungen für eine lokale Minimumstelle ue€ V 
geschieht einheitlich für beide Fälle nach folgendem Muster. 


(b) Für die Variationsklasse YV = {v € D(F) | v(a) = a, v(ß) = b} des 
Zweipunktproblems betrachten wir den Variationsvektorraum 


öV := (pe PC'([a,8],R”) | p(a) = p(B)=0}. 
Die Elemente von öV nennen wir Variationsvektoren. 


Für uveV, gyEÖV und seER hat u+ sp dieselben Randwerte wie u und 
ist für |s| < 1 bezüglich beider Normen hinreichend zu u benachbart. 


Ist u eine lokale Minimumstelle, so folgt F(u) < F(lu+sp) für pe 6V und 
|s| < 1 und daher 


2 


d d a 
zFutso)|,, =0, 7a rurso)|,, >0 fürall yeÖöV. 
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(c) SATZ. Gegeben sei ueV. Dann gilt für jedes p € 6V 
u+speV für Is|<1, 


2 
F(lu)p = Flu+ sp)|,_, 


((p, Fyy(z, u, u’)p) +2 (2, Fayla,u, u’)p) 


+ (g', Fzz (x, u, u’)e')) dx e 


I 
Ron Ale 


Die Linearform 
öF(u) :6$V->R, pr öFlu)p 

heißt erste Variation von 7 an der Stelle u, und die quadratische Form 
Fu) :$V>R, pr PFlu)p, 


wird zweite Variation von 7 an der Stelle u genannt. 


In der Literatur wird 6F(u)p auch bezeichnet mit 


öF(u)(p) und 5F(u,p). 


BEWEIS. 


Es genügt, eines der kompakten Teilintervalle I von [«a, $] zu betrachten, auf 
dem die Einschränkungen von u und £ beide C!-differenzierbar sind. Da die 
Menge K = {(xz,u(x),u’(x)) | x € T} kompakt ist, gibt es ein r > 0 mit 
(2,y,2) € Or, falls |y- u(z)|| + |2- u (e)|| < r. Es folgt u+sp € D(F), 
sobald |sl- (Ill) + ee) <r für € 1. 


Nach dem Satz über Parameterintegrale und der Kettenregel folgt für |s| «1 
d ? 
FE N F(z,u+ sp, u’ + sp’) dx 
8 
u (Fy(z, u+sp,wW+sp')p + Fr(2,u+ sp,u’ + sp’) ep) de. 


Die Formel für die erste Variation folgt für s = 0, die für die zweite Variation 
durch weitere Ableitung nach s und Einsetzen von s=0 [üA]. 
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(d) Zusatz. Ist ueV zusätzlich C?-differenzierbar, so gilt 


B 
öF(u)p = [(WF(e,u, u) - £[%F(z, u, w’)],£(«)) da 


für alle Variationsvektoren pE ÖV. 


Das ergibt sich aus (b) durch partielle Integration wegen p(a) = p(ß) =0 und 
der C'-Differenzierbarkeit von 2 Fz(z, u(x),u’(x)). 


1.3 Euler-Gleichungen und Extremalen 


(a) Satz. Jede starke oder schwache lokale Minimumstelle u vn F:V>R 
ist ein stationärer oder kritischer Punkt, d.h. es gilt 


öF(u) = 0. 
Das folgt unmittelbar aus 1.2 (b). 


(b) Sarz. Eine C?-Kurve ve V liefert genau dann einen stationären Punkt 
von F:VY-R, wenn u die Euler-Gleichungen 
d TöF öF 


(EG) ms [8 u). w@)) _ Z, Rue), WR) (k=1,...,m) 


erfüllt. 


Diese Gleichungen, auch Euler-Lagrange-Gleichungen genannt, lassen sich 
zu einer vektoriellen Gleichung zusammenfassen: 
d 


TE [%F(e, u(2),u’(x))] = Y,F(x,u(x),u(x)). 


Jede C?-Lösung von (EG) heißt eine Extremale von F bzw. von F. 


BEWEIS. 


Nach dem Zusatz 1.2 (d) gilt für jede C?-Kurve u und für p € 6V 
B 
5F(u)p = [(E(z), plz) de 
mit der vektorwertigen Funktion 


E(z) := V,F(x,u(x),u(x)) — — [%F(z,u(2),w(2))]. 
Aus dem Verschwinden der ersten Variation, 


ß 

[(E(e), g(a)) dx = 0 für alle ge 6V, 
ergibt sich mit dem in 1.4 (c) folgenden Fundamentallemma der Variationsrech- 
nung die Behauptung E=0. 
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Aus (a) und (b) folgt: 

(c) Notwendige Bedingung (EULER 1744, LAGRANGE 1755). Nimmt das Va- 
riationsintegral F:V—>R für eine C?-Kurve ueV ein starkes oder schwa- 
ches lokales Minimum an, so erfüllt u die Euler-Gleichungen. 

(d) Es stellt sich die Frage, in welchen Fällen für eine lokale Minimumstelle u 
von F:V-R die Kurve 2 > u(x) automatisch C?-differenzierbar ist und 
damit die Euler-Gleichung erfüllt. Dass dies nicht immer gelten muss, zeigt das 
in 1.5 (c) folgende Beispiel. Für elliptische Variationsprobleme ist die Antwort 
dagegen positiv: 

Ein Variationsintegral 7 bzw. dessen Integrand F' heißt elliptisch, wenn die 
Leitmatrix Fz.(x,y,z) an jeder Stelle (x,y,z) € Or positiv definit ist und 
wenn das Gebiet Or mit je zwei Punkten (x,y,Zı), (2,y,Z2) auch die Verbin- 
dungsstrecke enthält. Unter diesen Voraussetzungen gilt der 
Regularitätssatz. Ist F elliptisch, so folgt aus dem Verschwinden der ersten 
Variation öF(u) =0 die C?-Differenzierbarkeit von u. 


Der Beweis wird in 3.4 nachgetragen. 
(e) Die Euler-Gleichungen liefern ein System gewöhnlicher Differentialglei- 
chungen 2. Ordnung für u = (u1,...,um); dessen Term höchster Ordnung 
ist 

P(x)uw”(x) mit der Leitmatrix P(x) = Faz(x,u(z),w(x)). 


(f) In der Mechanik sind folgende Bezeichnungen üblich: Lautet das Wirkungs- 
integral 


t2 
W(g) = S L(t, q(t), Da Im(t), dit), Gm (t)) dt, 
tı 
so werden die Symbole qı,...,9gm;@1,--.,Gm auch als unabhängige Variable der 
Lagrange-Funktion L = L(t,q1,...,Qgm,Q1,-:-,{Jm) verwendet und die partiel- 
len Ableitungen von L entsprechend mit 


öL BL 
dqr ' ddr 

bezeichnet. Die Euler-Lagrange-Gleichungen erhalten damit die suggestive Ge- 

stalt 


d SER 4) _ Ban 4) 
dt | dor »9,4 = dar ‚9,9)- 


Durch Weglassung der Argumente ergibt sich die häufig verwendete, kommen- 


tierungsbedürftige Kurzform 


aaL _ du 
dt ddr . dar 
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Die Verwendung der gleichen Symbole für die Variablen von L und die gesuch- 
te Lösung erspart bei konkret gegebener Lagrange-Funktion Schreibarbeit und 
wird auch von uns bei Einzelbeispielen praktiziert. Für die Theorie ist dies aber 
wegen der Gefahr von Konfusionen nicht zu empfehlen; hier ist eine feste Va- 
riablenbenennung — unabhängig von den einzusetzenden Kurven — vorzuziehen. 


In der Physikliteratur wird für die Darstellung der ersten Variation in 1.2 (d) 
häufig folgende Symbolik verwendet: 


ß 
7 = | FE iuae mit du=peC”(la,P]). 


1.4 Das Fundamentallemma der Variationsrechnung 
(a) Unter einer Testfunktion auf einem Gebiet N C R” verstehen wir eine 
C°-Funktion 2: R”— R, deren Träger (support) 

supp p := {x ER" | px) #0} 
kompakt ist und in 2 liegt. Den Vektorraum aller Testfunktionen auf 0 be- 
zeichnen wir mit C2°(9). Entsprechend bezeichnet C2°(N,R”) die Gesamtheit 
aller Testvektoren = (pı,..., Om) mit pr €E CX(9) (k=1,...,m). 
Es gibt beliebig scharf lokalisierte Testfunktionen: 
SATZ. Zu jeder Kugel K,(a) C IR” gibt es eine Testfunktion p mit 


p>0 in K,(a), g=0 außerhalb Kr(a), [ yd"x=1. 


Rn 
BEWEIS. 

Durch ı%(t) := e”"/* für £> 0, »%(t) :=0 für t< 0 ist nach Bd.1, 810:1.8 
eine C®-Funktion auf R gegeben. Setzen wir y(x) := c- ı(r? - |x - all?) 


mit einer Konstanten c > 0, so ist p € CX(R”), p(x) > 0 in K.(a) und 


y(x) =0 sonst. Bei passender Wahl von c ergibt sich y. yd’x=1. 
Ar 














(b) Fundamentallemma der Variationsrechnung (Du BoIs-REYMOND 
1879). Eine stetige Funktion f:R" DN—R verschwindet, falls 


[fpdx=0 für alle pe C%(9). 

9 
BEWEIS. 
Angenommen, es gibt ein ae N) mit f(a) #0, o.B.d.A. f(a) > 0. Da f stetig 
ist, gibt es ein r>0 mit Kr(a) CN und f(x) > $f(a) für xe K,(a). Nach 
(a) existiert ein pe CX(2) mit >0 in K,(a), = 0 außerhalb K,(a) 
und J p d"”x=1. Für diese entsteht ein Widerspruch zur Voraussetzung: 

Rn 


0 = [fodx = f fpod”x > 3 f(a) f Yyd"x = 3 f(a) >0. 
Q Kr(a) Kr(a) 
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(c) Fundamentallemma (vektorwertige Version). Eine stetige Funktion 
f:R" DIN R” verschwindet, falls 


[tt po) d"x = 0 für alle pe C(Q,R”). 
9 


Das folgt unmittelbar aus (b) durch die Wahl g = d-e; mit de C(D) für 
k=1,...,m. 


Daraus ergibt sich der für die Herleitung der Euler-Gleichungen in 1.3 (b) noch 
fehlende Schluß zusamen mit C2° (ja, 8, R”) C öV. 


1.5 Beispiele 


(a) Das in $1:1.1 vorgestellte Laufzeitintegral schreiben wir in der Form 


B 
FW) = [ fe, v(e)) 1+v(z2)? dx 


a@ 


mit einer C?-Funktion f:R?D>N— Rso. Mit den in 1.1 vereinbarten Varia- 
blenbezeichnungen ergibt sich für den Integranden F 


F(z,y,z) — f(z,y) vil+22, Fy(z, 9, 2) — f,(®,y) v1+22, 


fa) 2 fa Y) 
Fz(x,y,z) Na Fzz(x,y,z) = YA + 22)8 >0. 


Das Variationsintegral ist also elliptisch. Daher ergibt sich für eine Minimum- 
stelle u von F in V= {ve PC! [a,ß] | v(a) = a, v(ß) = b} als notwendige 
Bedingung die Euler-Gleichung 


| rau) Z—| = Heu) VIrWeR. 


1+u’(x)? 


Hängt f nicht von y ab, so erhalten wir daraus die DG 1. Ordnung 


' 
ul(z 
/(«) BERR.3 L)IIEN = c mit einer Konstanten c. 
1+w(x)? 
Ist f eine konstante Funktion, so liefert diese DG w’(z) = const, also eine 


Gerade. 


(b) Ein Variationsproblem ohne Minimumstelle wurde 1870 von WEIERSTRASS 
angegeben. Es lautet: 


Flo) = [a’v(a)’de auf V = wePC![-1,1] | vH) = +1}. 


—1 
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Für die skizzierten un € V ist k 
1l/n 
Fin). n’a” de = = 
0 
also gilt inf{ Fo) |veV} =0. 





Das Infimum wird nicht angenommen. 
Denn aus F(u) = 0 folgt w(z) = 0 für 
x #0 und wegen der Randbedingun- 
gen u(z) = —1 für 2 <0, u) =1 
für © >0,d.h. u ist unstetig und da- 
mit nicht in V gelegen. 

Karl WEIERSTRASS betrachtete anstelle der un die Folge der C”°-Funktionen 
Un(z) = arctan(nx)/ arctan(n). Für diese gilt ebenfalls lim F(vn) =0 [EA]; 

Nn—Oo 

das Infimum von F auf der kleineren Variationsklasse VN C®[-1,1] ist also 
ebenfalls 0. 





ee] 





(c) Ein Variationsintegral, das sein absolutes Minimum nur für Funktionen mit 
Knickstellen annimmt, fand EULER 1779: 


Fo) = [(v/(2)’-1)’dx auf V = {ve PC! [0,1] |v(0) = v(l) = 0}. 
f) 


Für jede Zickzackfunktion u € V, die 
intervallweise die Ableitungen 1 oder 
—1 besitzt (Fig.), nimmt 7 das ab- 
solute Minimum O0 an. 

Auf der kleineren Variationsklasse 


v' = vnc'p,ı] 


hat 7 zwar auch das Infimum 0; die- 








> 
ses wird aber von keiner C'-Funktion 0 1 
angenommen. 
Um Letzteres einzusehen, betrachten wir die durch u(x) = 3- |z _ 3| gegebene 
Funktion u € V mit Dreiecksgestalt. Wegen w = +1 ist F(u) = 0. Durch 
Ausrundung der Ecke bei x = 3 mit kleinen Parabelbögen erhalten wir eine 


Folge von Funktionen un eVNC![0,1] mit lim Fun) =0 [EA]. 
Nn—Oo 


Gilt F(u) =0 für eine C!-Funktion u, so folgt |w‘| = 1. Nach dem Zwischen- 
wertsatz kann dann u’ nur einen der Werte 1 oder —1 annehmen, daher kann 
u die Randbedingungen nicht erfüllen. 


Somit nimmt 7 sein Minimum auf V nur für Funktionen mit Knicken, nicht 
aber für C'-oder C?-Funktionen an, obwohl der Integrand C”*°-differenzierbar 
ist. EULER fand das „paradox“. 
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Was ergibt sich aus der Euler-Gleichung # [2 (u (x)? — 1)u(&)] = 0? Für de- 
ren Lösungen u gilt (w’(x)?—1)u’(x) = const = c, also kann uw höchstens drei 
Werte annehmen und muss daher nach dem Zwischenwertsatz konstant sein. 
Die einzige Extremale in V ist somit die Nullfunktion. Es ist leicht zu sehen, 
das F:VY-R an der Stelle u = 0 ein schwaches, aber kein starkes lokales 
Maximum besitzt [üA]. 


Beachten Sie, dass F nicht elliptisch ist wegen Fy. = 2(32? 1). 


2 Lösung der Euler-Gleichungen in Spezialfällen 


2.1 Erste Integrale der Euler-Gleichungen 


(a) Zu gegebenem Variationsintegral F mit Integrand F heißt eine C'-Funk- 
tion V:2F—R ein erstes Integral der Euler-Gleichungen, wenn 


En [V (z,u(2),w(2))] =0 bzw. V(x,u(e),u(x)) = const 
für jede Extremale u von F. 


Mit dem Auffinden eines ersten Integrals V ist meist ein Schritt zur Integration 
der Euler-Gleichungen getan; im Fall m =1 folgt z.B. aus der Euler-Gleichung 
eine implizite Differentialgleichung 1. Ordnung V (x, u(x), w(xz)) = c. Bevor wir 
dies vertiefen, geben wir für zwei spezielle Situationen ein erstes Integral an. 
(1) Tritt im Integranden F die k-te Variable y, nicht auf, so ist V=F,, ein 
erstes Integral aufgrund der k-ten Euler-Gleichung. Die betreffende Variable 
wird dann zyklisch genannt. Diese Situation ergibt sich z.B. für Winkelvariable 
wie im nachfolgenden Beispiel (b). 


(2) Tritt im Integranden F die Variable x nicht auf, so ist 
V(y,z) — F2(y,2) Zi F(y,z) 
ein erstes Integral. Denn für jede Lösung u der Euler-Gleichung gilt 


2 [V(u,uw)] = 4 [F%(u,wW)uw — F(u,w)] 


dz 


£ [F,(u,u‘)]w‘ + Fz(u, u‘) u” 
— F,(u,u‘) uw — F,(u, u) u” 


— (# [F(u,w)] — Fy(u, u’)) uU =0. 


(b) BEISPIEL. Wir beschreiben die ebene Bewegung eines Massenpunkts im 
Zentralfeld durch Polarkoordinaten £ + (r(t),p(t)). In der Lagrange-Funktion 


Sl 02.0282 _ 
L = zm(r +r?%?) U(r) 
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treten der Zeitparameter t und die Winkelvariable p nicht auf. Aus (2) und (1) 
folgt mit der Bezeichnungsweise 1.3 (f) 





ÖL. OL H 41 Dr, 2.2 en u 
Fr 7 u u +r?p?) H+UÜ(r) = const = E, 
OL 





mr?öd = const = J (Energiesatz und Flächensatz). 





0 
ß 
2.2 Variationsintegrale der Form F(v) = [ F(z,v’(x)) dx 


Wir setzen voraus, dass F'(x,z) auf Or = Ix J mit offenen Intervallen 7, J die 
Elliptizitätsbedingung Fy3.(x,2) > 0 erfüllt. Unser Ziel ist, die Minimumstellen 
von F in V = {ve PC![,B]ND(F) | v(a) = a, v(ß) = b} explizit zu 
bestimmen. 


(a) Sei u € V eine schwache lokale Minimumstelle von F:V— R (dies 
ist insbesondere der Fall, wenn u eine absolute Minimumstelle ist). Dann gilt 
öF(u) = 0, und nach dem Regularitätssatz 1.3 (d) ist u eine Extremale, d.h. 
eine C?-Lösung der Euler-Gleichung. Da F nicht von y abhängt, ist F, ein 
erstes Integral, vgl. 2.1 (1), d.h. es gilt 


1) Fela,u(e)) = ec 


mit einer Konstanten c. Wegen Fy. > 0 kann die Gleichung Fy(xz,2z) =c nach 
z aufgelöst werden, d.h. es existiert eine C!-Funktion f mit 


F,(x,2) =c — z = f(x,c) 


(Satz über implizite Funktionen; die explizite Bestimmung von f braucht nicht 
in allen Fällen zu gelingen). Somit ist (1) äquivalent zu 


2) we) = fd), 


und wir erhalten aus dem Hauptsatz und den Randbedingungen 





T ßB 
uz) =a+ [flt,c)dt und b-a = u(ß) -u(a) = [ f(t,c)dt. 


(b) Wir kehren nun die Schlußweise um und nehmen an, dass die Konstante c 
so gewählt ist, dass 


B 
3) S[fog)d=b-a. 


a@ 
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Diese Gleichung besitzt höchstens eine Lösung c, denn aus F,(x, f(x,c)) = c 


ß ß 
folgt Fr.(x, f(x, c)) FH (x,c) =1, also Z [ fl, )dt= [ Alt, c)dt >. 


@ 


B 
Satz. Erfüllt c die Gleichung ei St, )dt=b-a, so liefert 


ua) =a+ [ro dt für ze [a,ß] 


ein striktes absolutes Minimum von F:V—R, d.h. es gilt F(u) <F(v) für 
alleveV mitvfu. 


BEWEIS. 


Wir zeigen, dass im Fall der Lösbarkeit von (3) die angegebene Lösung u das 
einzige Minimum von F in V liefert. 


SeiveV und p:=v—-uF70. Wegen u, ve D(F) ist die Menge 





K = {(z,u‘(x) + sp’ («#)) |x € [©], se [0, 1]} 


eine kompakte Teilmenge von Or = I x J, also besitzt F3z > 0 dort ein 
Minimum o > 0. Zu jeder Glattheitsstelle x von u und v gibt esein 9, € ]0, 1[ 
mit 
F(z,v'()) = Fa, u'(e) + y’(@)) 
= F(z,uw(z)) + Fr(&,u(z)) p'(@) 
+3 Fre(a, WR) + day (&)) P/ (8)? 


Wegen Fz(z,w(z)) = c, [y'(z)dx = y(B)- yla) =0 und Fx>oinK 


folgt 


8 
o Sp (a)’de > Fu) für v-u=p#0, 


[67 


Fo) 2 Fu) + 


vim 











denn 9 =0 und yl(a) = y(B) =0 implizieren = 0. 





2.3 Die Brachistochrone 


Wir betrachten das Variationsintegral 


B 
1+v(z)? 
Fl) = re 
/ 


für v € PC![0, 6] mit v(0)=0, v(ß)=b>0. 
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Bis auf den Faktor 1/\/2g ist F das im Brachistochronenproblem $1:1.1(b) 
auftretende Laufzeitintegral. Dieses Variationsintegral fällt insofern aus dem 
bisher betrachteten Rahmen, als bei der Integration Randpunkte des Defini- 
tionsgebiets Or = {(xz,y,z) | x > 0} von F(xz,2) = Y(1+2?)/x einbezogen 
werden und das Integral F(v) als uneigentliches aufzufassen ist. Die Anwendung 
der Schlüsse von 2.2 bedarf jedoch nur geringfügiger Modifikationen. 


Für den Integranden gilt 


F,(x,z) = ee F,.(x,2z) = Er >d. 


Val+2) 2 (1+ 22)3 


(a) Notwendige Bedingungen für ein Minimum. Sei u eine Minimumstelle von 
F in V= {v e PC![o, 8] | v(0) = 0, v(ß) = b}. Dann gilt F(u) < F(u + sp) 
für alle Testfunktionen p auf ]0, ß[. Da deren Träger den Punkt x =0 nicht 
enthält, ergibt sich öF(u)p = 0 für p € C2°(]0, $T) wie in 1.2, ebenso bleiben 
alle daraus gezogenen Schlüsse gültig: Wegen Fz, > O0 in Dr ist u nach dem 
Regularitätssatz C?-differenzierbar in ]0, 8], und es gilt die Euler-Gleichung. 
Nach 2.1 ist F, ein erstes Integral, also existiert eine Konstante c mit 
ı 
BE 1 DEN =c für O<re<PB. 
ve \/1+w(e)? 


Demnach hat w'(z) ein festes Vorzeichen in ]0, 8). Wegen u(ß) = b > 0 folgt 
c>0, und die Auflösung nach w’(x) ergibt 


Mr re 
(*)  u(e) = IE mit r= ch 


Da w’(x) in einer rechtsseitigen Umgebung von x = 0 stetig ist, gilt diese Glei- 
chung auch für x = 0. Die Konstanten c bzw. r sind nach den Überlegungen 
2.2 durch die Randbedingungen festgelegt. Offenbar muss 2r > ß gelten. 





Die Lösung der DG (x) lässt sich als parametrisierte Kurve p > (z(p),y(p)) 


darstellen. Hierzu setzen wir z(p) :=r (1- cosp) =2rsin’$£ für pe [0, po], 


wobei po < m gegeben ist durch 
ß = x(po) = 2rsin’(po/2) bzw. yo = 2arcsin YB/2r. 
Für y(p) :=u(x(p)) folgt dann mit (x) 


r(1-cosp) 
r(1+cosp) 


yv(p) = uUlalp))e/(p) = r sin p 


1_ 2 
= _ rsnp = r(1-cosp). 
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Mit y(0) = 0 ergibt sich durch Inte- 
gration die Parameterdarstellung A b Yy 


z(p) =r(l-cosp), 
y(p) =r(p - sinp) 


für O<p<w<e. 





Diese stellt ein Zykloidenstück dar, d.h. ß 
ein Stück derjenigen Kurve, die ein B 
Punkt auf einem Rad mit Radius r Bu 


beim Abrollen auf der y-Achse gemäß 
der Skizze beschreibt [öA]. 


(b) Existenz eines A= (0,0) und B = (ß,b) verbindenden Zykloidenbogens. 
Wir zeigen: Die Punkte A und B können genau dann durch einen Zykloiden- 
bogen, der Graph über der x-Achse ist, verbunden werden, wenn 
b Be 
B 72 
Wir zeigen zuerst die eindeutige Bestimmtheit des Abrollwinkels go < ; der 
Rollradius r ergibt sich dann aus 8 = x(po) = r (1- cosypo). Für po muss 
gelten 


b _ ul) _ (po) 


ß ß x(y0) 


Die Funktion g : JO, #7] — ]0,r/2] ist bijektiv und streng monoton wachsend. 
Denn für O<p<rgilt 


Yp-—sinp 
1-cosp 











g(£0) mit g(p) := 


= -o8i sinp- (tan - £ 
lol 2(1-cosp) Pan _9 2 ( 5 2 2) Si: 
(1-cosp) (1-cosp) 


ferner g(r)= 5, und lim g(g) =0 nach der Regel von de l’Hospital. 
>04 


Somit lässt sich jeder Punkt B= (ß,b) mit >00 und O<b<rß/2 durch 
genau einen Zykloidenbogen in Graphengestalt über der x-Achse mit A = (0,0) 
verbinden. 


Die durch den Zykloidenbogen definierte Funktion u liegt in VNC?[0, 6] und 
erfüllt die Euler-Gleichung. Dies ergibt sich durch Rückwärtsverfolgen der Rech- 


nungen in (a) und (b) [UA]. 


(c) Die Minimumeigenschaft der nach (b) bestimmten Extremalen u ergibt 
sich wie in 2.2 (b) durch Taylorentwicklung von F bezüglich der z-Variablen: 
SeiveV, p:=v-u und o :=max{lu(z)| + |e’(c#)| | x € [0, 8]}. Dann gilt 
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für alle Glattheitsstellen x € ]0, 8] von v wegen Fy(z,w(x)) = c 


F(z,v'(@)) = F(a,u‘(2)) + Fela,u‘(z)) p’(@) 


+ 5 Fzz(&, uw (8) + 929° (x)) p'(x)” 


1 
42(1+02)8 


IV 


F(x,w(x)) + co'(x) + f x)”. 


Integration dieser Ungleichung unter Berücksichtigung von Y(0) = p(ß) = 0 
ergibt 


Flo) = Flu+yp) > F(u) 
mit Gleichheit nur für o’ = 0, also für 9=0 wegen yl(a) =0. 


(e) Das Zykloidenpendel. Schwingt ein Massenpunkt unter dem Einfluss 
der Schwerkraft reibungsfrei auf einem Zykloidenbogen, so hängt seine Schwin- 
gungsdauer T nicht von der Größe des Ausschlags ab. Nachweis als in zwei 
Schritten (Koordinatensystem wie oben): 


(i) Die Zeit T/4 für die Bewegung vom Hochpunkt 2 = xo (O< xo <2r) bis 
zum Tiefpunkt x = 2r ist nach den Überlegungen 8 1:1.1 (b) 


1+u(x)? x 


dx, wobei w(x 2 
2g9(2 — xo) 63 





2r—x' 


(ii) Das Integral hängt nicht von xo ab. 


Christiaan HUYGENS zeigte diese Ei- 
genschaft der Zykloide 1659 mit Hilfe 
von klassischen Exhaustionsmethoden. 
(Der Differentialkalkül stand ihm noch 
nicht zur Verfügung.) 

Darüberhinaus fand er (Horologium os- 
cillatorium ... 1673), dass die Zykloi- 
denbahn durch ein Fadenpendel reali- 
siert werden kann, dessen Faden sich an ie 
Backen anschmiegt, die ihrerseits Zy- 

kloidenform haben (vgl. auch 87:1.3). 





HuvGens gab damit die Konstruktionsidee für eine Pendeluhr, deren Schwin- 
gungsdauer vom Pendelausschlag unabhängig ist. 
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ß 
2.4 Variationsintegrale der Form F(v) = [ F(v,v’) dx 


Wir setzen wieder die Elliptizität von F(y,z) voraus: 
Fy2(y,z) >0 in Qr=IxJ mit offenen Intervallen I,J. 


Kritische Punkte von F in V = {v € PC! [a,ß] | v(a) = a, v(ß) = b} sind 
dann nach dem Regularitätssatz Extremalen; daher haben wir nur C?-Lösungen 
der Euler-Gleichung zu betrachten. 


Nach 2.1 (2) liefert 

V(y,z) = Fz(y,z) z I F(y,z) 
ein erstes Integral. Für jede Extremale u gibt es also eine Zahl c mit 
&) V(uwW) = FRluuW)wW — F(u,w) = c. 


Eine allgemeine Regel zur Auflösung dieser Gleichung lässt sich nicht geben. 
Wegen V;(y,z) = Frx(y,z)z ist die eindeutige Auflösbarkeit der Gleichung 
V(y,z) = c nach z nur in Bereichen mit z > 0 bzw. z < 0 gesichert; die 
Nullstellen von w’ sind aber meist a priori nicht bekannt. 


Lässt sich allerdings aus den Gegebenheiten des Einzelfalls auf die Existenz 
höchstens einer Nullstelle von u’ schließen, so sind die folgenden Ansätze aus- 
sichtsreich. 


Hat w’' keine Nullstelle, so führt (*) auf eine separierte Differentialgleichung 
uw = f(u,c). Ist 2 u(z,c) die Lösung mit u(a,c) = a, so kann die unbekannte 
Integrationskonstante c ggf. aus u(ß,c) = b bestimmt werden. 

Steht wie im folgenden Beispiel 2.5 fest, dass die gesuchte Extremale u genau 
eine Minimumstelle xo besitzt, die in ]a, $| liegt, so bietet sich folgendes Ver- 
fahren an: Lokale Auflösungen der Gleichung V(y,z) = c seien z = f+(y,c) 
für z>0, z= f-(y,c) für z< 0. Die Lösungen der Anfangswertprobleme 


= J-(u,e), u(a) =a und u = J+(u,e), u(B) =b 
müssen sich an der Stelle xo zu einer C?-Funktion verbinden lassen. Dies führt 


auf Bedingungen für die unbekannten Konstanten c, zo. 


2.5 Das Katenoid 


(a) Wir behandeln das Problem rotationssymmetrischer Minimalflächen, die 
zwischen zwei koaxiale Kreisringe eingespannt sind, vgl. 8$1:1.2 (b). Der Ein- 
fachheit halber wählen wir beide Kreisringe mit Radius 1 im Abstand 28 und 
betrachten alle Flächen, die durch Rotation des Graphen einer Funktion aus 


v = {ve PC![-8,8] |v > 0, v(-8) = v(ß)=1} 
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um die x-Achse entstehen. Deren Flächeninhalt ist A(v) = 2rF(v) mit 


ß 
FW) = f v(z) /1+v(z)? de. 
=B 
Sei u € V die Profilkurve einer rotationssymmetrischen Minimalfläche. Dann 


verschwindet die erste Variation des Flächeninhalts A, d.h. es gilt ö6F(u) = 0. 


Der Integrand F(y,z) = yv1l+ 2? ist bei Beschränkung auf die Halbebene 
Dr = {(y,z) |y > 0} elliptisch, denn es gilt 


y2 Yy / 
u) re Fy(y,2) = 1+22. 


Aufgrund des Regularitätssatzes 1.3 (d) ist u somit C?-differenzierbar. 

(b) Nach 1.3 (b) ist daher das Verschwinden der ersten Variation 6F(u) = 0 
äquivalent zur Euler-Gleichung, welche sich vereinfacht zu 

di, wow ten. 


Für solche nichtlinearen Differentialgleichungen gibt es kein allgemeines Lösungs- 
verfahren. Da es sich hier aber um die Euler-Gleichung eines Variationsfunk- 
tionals vom Typ 2.4 handelt, finden wir ein erstes Integral V durch 


2 

yz Yy 
V(y,z) = Fı(y,z)z - Fly,z) = —— VD BE MER HR BEE 
(4,2) (y,2) 2 (u, 2) Te z Te 





Somit gilt 


ue) 


(2) ——— m =c in [-ß,ß] mit einer Konstanten c>0. 
1+w(x)? 


Aus der Euler-Gleichung (1) folgt w” > 0, also besitzt u genau eine Minimum- 
stelle zo €] — 8, ß]|, und dies ist die einzige Nullstelle von u‘. Damit ergeben 
sich durch Auflösung von (2) die separierten Differentialgleichungen 


U U 


uU=- (2) -ı in -8,x0|, W=+ (&) -ı in ]20,ß]- 


Das in 2.4 skizzierte Verfahren besteht darin, die erste Gleichung mit Anfangs- 
wert u(-ß) = 1, die zweite mit Anfangswert u(ß) = 1 zu lösen und die Kon- 
stanten c,xo aus den Bedingungen u(2o) = c, W(xo-) = uW(zo+) = 0 zu 
bestimmen. Diese etwas mühsame Prozedur können wir uns hier ersparen, denn 
die Kombination von (1) und (2) liefert die einfache Differentialgleichung 


„ I\2 —2_ 2 „ —2 
uu=1l+(u) =c "uw, asou =c“u. 
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Diese besitzt nach Bd.1, $10:4 die Lösung u(x) = crer/° 1 cge®/°, und unter 
Berücksichtigung der Randbedingungen ergibt sich 


h 3 
nn _ = - cosh ) mit Yy:=c-cosh (2) j 


(c) Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen durch (3) eine Extremale für 
F:V-R,d.h. eine Lösung der Euler-Gleichung (1) gegeben ist. 


Aus (3) folgt 


” / 2 —2 2/% 2. 2 (% —2 
— —-1= h“(—-) — h“”(-\-1= — 1. 
uz)u (2) -u(x) Yy cos ) y sin en) Y 


8) ua) = 


Somit gilt (1) genau für y=1, d.h. für 
c-cosh(ß/c) =1. 


Wir schreiben die letzte Identität in der Bo 
Form Ss 


> cosh s 
(4) 





=ß mit se 
cosh s c 


Die Funktion s+ s/cosh s nimmt das 


Maximum Bo * 0.6627 an genau einer so 
Stelle so = 1.1997 an. 





»Y 


Für 0 <ß < ßo besitzt die Gleichung (4) also genau zwei Lösungen c, für 
B= ßo genau eine und für 3 > Bo keine. Damit erhalten wir: 


Für die Profilkurve u einer rotations- 
symmetrischen Minimalfläche mit den 
Randwerten u(+B) =1 gilt 


B < Bo 





und 
u(x) = c:cosh(x/ec), 
wobei c>0 eine Lösung der Gleichung 


c-cosh(ß/c) = 1 





ist. 





Der Graph der Funktion 
2 ©:cosh? 
Y ce 


heißt Kettenlinie; die von dieser erzeugte Rotationsfläche wird Katenoid oder 
Kettenfläche genannt. 
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Auf das Problem der hängenden Kette, von dem sich der Name ableitet, gehen 
wir in 5.2 (1) ein. 


(d) Für den Flächeninhalt A(u) des von u erzeugten Katenoids ergibt sich 
Alu) = 217 F(u) = 2rc (3 + sinh ©) ; 


wobei c der Gleichung (4) genügt. 


Für 8 < ßo seien cı, ca die Lösungen der Gleichung (4) mit cı < c2 und 
u1, ua die zugehörigen Profilkurven. Dann gelten die folgenden Aussagen: 


(i) A(uı) und A(u2) wachsen mit 8 bis zum Maximalwert 2so, wobei die 
Zahl so = 1.1997 in (c) definiert ist. 


(ü) Für 0<ß< Po ist Alu2) < Aluı). 
(ii) Für 0<ß< Bo ist u2 eine starke lokale Minimumstelle von F in V. 


(iv) Dagegen ist un für 0<ß8< Bo keine schwache lokale Minimumstelle von 
F; insbesondere besitzt F für 3 = ßo kein lokales Minimum. 


Die Aussagen (iii) und (iv) beweisen wir in 83:3.5. 


Diese Ergebnisse stehen in Übereinstimmung mit Seifenhautexperimenten. Von 
den zu cı,c2 gehörenden Katenoiden wird nur das mit dem größeren Taillen- 
radius ca beobachtet; das zu cı gehörende wird wegen seiner Instabilität nicht 
realisiert. Die Seifenhaut bleibt beim Auseinanderziehen der Kreisringe solange 
bestehen, bis deren Abstand 2ßo = 3 erreicht, danach zerplatzt sie. Im Grenz- 
bereich ist ihr Flächeninhalt 27so mit so = 1.2 größer als die Fläche der beiden 


Kreisringe. 


3 Der Regularitätssatz für elliptische Variationsprobleme 


3.1 Die notwendige Bedingung von Legendre 


Der im folgenden bewiesene Regularitätssatz setzt die positive Definitheit der 
Leitmatrix Fzz auf Nr voraus. Dass die positive Semidefinitheit von Fzz auf 
dem 1-Graphen einer schwachen lokalen Minimalkurve eine notwendige Bedin- 
gung ist, sei an dieser Stelle im Vorgriff auf 83:1.2 (a) mitgeteilt: 


SATZ (LEGENDRE 1786). Ist u€ V eine schwache lokale Minimumstelle des 
Zweipunktproblems F:V>R auf [a, 8], so gilt 


Faz(x,u(2),wW(x+)) > 0 





für alle ze ja, Pl. 
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3.2 Schwache Extremalen und integrierte Euler-Gleichung 


(a) Gegeben sei ein C?-Integrand F auf einem Gebiet Or CRXxR”"x R”. 
Eine stückweis glatte Kurve u: 1 — R’" auf einem offenen Intervall I mit 
1-Graph in Or wird eine schwache Lösung der Euler-Gleichungen oder 
schwache Extremale von F auf / genannt, wenn 


)  6Flu)p = [ (Fr(z,u,u‘)p + F(a,u,u’)p’) de = 0 

I 
für alle ge CP (I,R”) gilt, vgl. 1.2 (ec). 
Für das Variationsintegral des Zweipunktproblems /:V- R gilt beispiels- 
weise nach 1.3 (a): Hat F an der Stelle u € V ein lokales Minimum, so ist 
öF(u) = 0 und damit u eine schwache Extremale von F' in Ja, ßl. 


In diesem Abschnitt zeigen wir, dass bei elliptischen Variationsproblemen jede 
schwache Extremale C?-differenzierbar ist. 


(b) Sarz. Ist die PC'-Kurve u eine schwache Extremale von F auf I, so gibt 
es zu gegebenem xo € I einen konstanten Vektor c, so dass 


V,F(z,u(2),u‘(x)) = S V,F(t,u(t), u‘(t)) dt re 
zo 
an jeder Glattheitsstelle ze I von u gilt. 
Wir sagen, die schwache Extremale erfüllt die Euler-Gleichungen in inte- 
grierter Form. 
BEWEIS. 
Wir notieren die Beziehung (x) in der Form 


J(VF(z,u(z), w‘(2)),p’(2)) + (VyF(z,u(e),W(e)),pla)))de = 0. 


Durch partielle Integration folgt mit g(x) := [ VyF(t,u(t), w‘(t)) dt 
xo 


[(VzF(z,u(z),w‘(x)) - g(2),p'(2)) de = 0 für alle ge CA(I,R”). 














Der Rest des Beweises ergibt sich aus dem folgenden Lemma. 


(cl) Hilbert-Lemma. Ist f: I — IR” auf einem offenen Intervall I stückweis 
stetig und gilt 


[tt,o')dx = 0 für alle pe CX(I,R”), 
I 


so gibt es einen konstanten Vektor ce mit f(x) = c an allen Stetigkeitsstellen 
x EI von f. 
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BEWEIS. 
(i) Wir verwenden folgende Verallgemeinerung des Fundamentallemmas: 


Ist 9: I>R stückweis stetig und gilt Sg» =0 für alle pe CX(T), so ist 
g(z) =0 in allen Stetigkeitspunkten x von g. 


Denn zu jedem Stetigkeitspunkt von g gibt es eine offene Intervallumgebung 
J, so dass g auf J stetig ist. Nach Voraussetzung gilt S;sP = 0 für alle 
p € C2°(J), und nach dem Fundamentallemma 1.4 (b) folgt g=0 in J. 


(ii) Es reicht, den Fall m = 1 zu betrachten. Sei also f: I — R stückweis 
stetig und J; : fo’ = 0 für alle € CX(T). Wir fixieren eine Testfunktion 
po € CA(T) mit fr £o = 1. Für eine beliebige Testfunktion p € C2° (I) wählen 
wir ein Intervall [&, 8] C I, das die Trägermengen supp %o, supp @ enthält und 
setzen 


ba) == f (el) - (Fo) pol) at. 


I 


Offenbar gilt de C*(R) und Y(x) =0 für <a. Für > ß ergibt sich 


de) = [0-0 mio) a — Se-(Se) fo =, 


I I 


Somit folgt ı) € CX(T) und daher nach Voraussetzung mit c := k fyvo 
0o= [fü = [f(e-(Se)o) = S(f-9P 
T T T T 


für beliebige pe CT). 
Nach (i) ergibt sich f(x) —c=0 in allen Stetigkeitspunkten x € I von f. 














3.3 Elliptizität und Legendre-Transformation 


(a) Im Beispiel von Euler 1.5(c) nimmt das Variationsintegral 7 sein Mini- 
mum nur für Funktionen u an, die mindestens eine Knickstelle besitzen, d.h. 
eine Stelle, an der rechts- und linksseitige Ableitung voneinander verschieden 
sind. Um einzusehen, wie solche Phänomene auszuschließen sind, betrachten wir 
die integrierten Euler-Gleichungen 3.2 (b), denen jede lokale Minimumstelle u 
genügt. Diese besagen, dass es eine stetige Funktion g auf dem Intervall / gibt 
mit 


V.F(z,u(2),u‘(2)) = g(x) 


an allen Stetigkeitsstellen x von u’. Sind die beiden einseitigen Ableitungen 
z- = u (zo-) und Z+ = w(zo+) an einer Stelle zo € I voneinander verschie- 
den, so folgt wegen der Stetigkeit von u und g an der Stelle xo 
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V,F(xo,u(x0o),z-) = VzF(xo,u(xo),z+)- 


Das Auftreten von Knickstellen bei schwachen Extremalen ist daher ausgeschlos- 
sen, wenn z> V;F(x,y,z) für alle in Betracht kommenden x,y injektiv ist. 
Das garantiert die in 1.3 (d) genannte Elliptizitätsbedingung: 


Der Integrand F eines Variationsintegrals F (bzw. F selbst) heißt elliptisch, 
wenn die Leitmatrix Fzz(x,y,z) an jeder Stelle (x,y,z) € Or positiv definit 
ist und wenn Or mit je zwei Punkten (z,y,Zzı), (2,y,Z2) auch die Verbindungs- 
strecke enthält, d.h. wenn jeder z-Schnitt 0.,y := {ze R” | (x,y,z) € Or} 
konvex ist. Die Elliptizität spielt bei allen Minimumproblemen eine zentrale 
Rolle. 


(b) Umkehrsatz. Ist der Integrand F:Qr—R elliptisch und C"-differen- 
zierbar (r > 2), so ist die Legendre-Transformation 


(2, y; z) u ®(z,y, z) = (, y; V,F(e, y; z)) 
ein C’=1_Diffeomorphismus zwischen Ir und einem Gebiet On C R’"t!. 


Die Umkehrabbildung % : Q#r — Or der Legendre-Transformation ist somit 
von der Form 


Y(z,y,p) = (©,y,Z(2,y,P)); 
wobei Z:N# — R” die eindeutig bestimmte C””!-Abbildung ist mit 


V,F(x,y,2) -=p = z= Z(x,y,p). 


BEMERKUNG. Wir fassen hier die Variable z, wie auch später in der Hamil- 
tonschen Mechanik 84 und in der geometrischen Optik 85 die Impulse p aus 
Gründen der begrifflichen Einfachheit als Vektoren des R”” auf. Diese Auffas- 
sung ist jedoch nur bezüglich euklidischer Koordinaten zulässig. Bei Verwendung 
krummliniger Koordinaten müssen z (und entsprechend die Impulse p) als Li- 
nearformen auf dem R”” verstanden werden und an die Stelle des Gradienten 
V,F muss die Linearform Fz treten, vgl. auch die Bemerkung am Ende von 
88:3.3. 


BEWEIS. 


(Gi) © ist injektiv. Die Gleichung ®(x,y,z) = (x,y,p) ist äquivalent zu 
V,F(xz,y,z) = p. Daher ist ® genau dann injektiv, wenn für jeden Punkt 
(z,y)€ 2 die Abbildung 


f:9Q2y>R”, zo %F(z,y,z) 


injektiv ist, was wir jetzt zeigen. Nach Voraussetzung ist f’(z) = Fzz(2,y,Z) 
positiv definit. Für be 0.y mit h:=b-a70 setzen wir 


g(t) := (h,f(a+th)) = = Jr(a+ th) hr. 
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Aufgrund der Konvexität von 02, ist g(t) für 0O<t<1 definiert, C!-diffe- 
renzierbar, und es gilt 


g(t) = 3 öifr(a+ th)hihr = (h, f'(a+th)h) >o0 
i,ke1 


wegen der positiven Definitheit von f’. Es folgt 


(h, f(b) < f(a)) = gl1) - g(0) > 0, 
insbesondere f(b) # f(a). 
(i) ® ist ein C””!-Diffeomorphismus. Die Jacobi-Matrix von ® hat die Ge- 


stalt 
ee Em+1 0 
nm ( * Am)’ 


wobei Em+ı die (m +1) x (m + 1)-Einheitsmatrix ist und Am = Fzz eine 
positiv definite und daher invertierbare m x m-Matrix. Also hat ®’ an jeder 
Stelle den Maximalrang 2m + 1. Nach dem lokalen Umkehrsatz Bd.1, 822:5.2 
gibt es zu jedem Punkt aus der Bildmenge Nu = B(Nr) eine Umgebung, die 
zu Nr gehört. Also ist Nr offen und als stetiges Bild eines Gebiets wegzusam- 
menhängend. Damit ist ® eine bijektive Abbildung zwischen zwei Gebieten, 
deren Umkehrung C”"!-differenzierbar ist. 














3.4 Der Regularitätssatz 


(a) Sarz (HILBERT 1899). Ist F elliptisch und C”-differenzierbar (r > 2), so 
ist jede schwache Extremale u von F C"-differenzierbar. 


Insbesondere kann das Variationsintegral 7 des Zweipunktproblems mit ellip- 
tischem Integranden ein lokales Minimum nur für C?-Funktionen annehmen. 


BEMERKUNG. Der Regularitätssatz bleibt gültig, wenn wir an Stelle von PC!- 
Kurven die größere Klasse der absolutstetigen Kurven zugrundelegen. Dies wird 
für die direkte Methode wichtig. Näheres hierzu in $6:1.1(c), 86:3.3. 


BEWEIS. 
Sei u:/— TR” eine schwache Extremale und xo € I. Dann gibt es nach 3.2 (b) 
einen konstanten Vektor c mit 
1) WFl,u@),w(e)) = [ WFltu(),w(t)dt + c =: g(e) 
zo 


an allen Differenzierbarkeitsstellen x von u. Nach 3.3 (b) ist (1) äquivalent zu 


2) u(e) = Z(a,u(e),g(e)); 
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dabei ist Z : Qu — R” eine C”=!-Abbildung, und g ist stetig auf I als 
unbestimmtes Integral der stückweis stetigen Funktion t> VyF(t, u(t),u’(t)). 


Wegen (2) kann u’ zu einer auf I stetigen Funktion ergänzt werden, d.h. u 
ist C!-differenzierbar. 


Hieraus folgt die C'-Differenzierbarkeit von g und damit auch von u’ aufgrund 
von (2). Die Behauptung für r > 2 ergibt sich durch Induktion. 














(b) Lokale Version des Regularitätssatzes. Der Integrand F sei C"- 
differenzierbar (r > 2) auf einem beliebigen Gebiet Or, und u: I — TR” 
sei eine C'-differenzierbare schwache Extremale mit 


Fzz(2,u(x),u’(2)) >0 füralle wel. 
Dann ist u eine C"-differenzierbare Extremale. 


BEWEIS. 


Zu zo € I gibt es eine Umgebung o = Q@ X RC Dr von (20, u(zo),u’(xo)) 
mit offenen Quadern Q C R”*!, RC R”, so dass Fyz(x,y,z) > 0 auf Mo. 
Ferner gibt es wegen der Stetigkeit von u’ ein ö > 0 mit (z,u(x),w(z)) C ®%o 
für |e — xo| < 6. Damit sind auf No die Voraussetzungen des Regularitätssatzes 
(a) erfüllt, und es folgt die C”-Differenzierbarkeit von u auf |xo — 6,20 +6]. 














4 Mehrdimensionale Variationsprobleme 


4.1 Gaußscher Integralsatz und partielle Integration 


(a) Für ein beschränktes Gebiet Q C R” bezeichne C!(N) die Gesamtheit 
aller C!-Funktionen u auf Q, für die u und Öıu,..., nu stetig auf N fort- 
setzbar sind; für die Fortsetzungen verwenden wir wieder die Bezeichnungen 
O1u,..., mu, vgl. Bd.2, 810:5.2. 


Zu gegebener stetiger Funktion g auf ON setzen wir 
SO {ue &*(0) lu=g auf an) : 


CAR) ist also die Menge der Funktionen u € C!(D) mit verschwindenden 
Randwerten, und es gilt C(2) c CAO). 


Mit Hilfe der Supremumsnorm 
IvIloo == max {Iv@li |x ec} 
für stetige Funktionen v:N— R” definieren wir auf C!(N) die C!-Norm 


lullcı := Ilullco + IVullco - 
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(b) Der Gaußsche Integralsatz im IR? wurde für Gaußsche Gebiete in Bd. 1, 826 
bewiesen. Wir formulieren hier kurz die Voraussetzungen für eine allgemeinere 
Version im IR” (siehe Bd. 2, $11:3 oder KÖNIGSBERGER [132] 8 10). 


Ein Randpunkt a € öN eines Gebiets 2 C R” heißt C’-regulär (r > 1), 
wenn es eine C”-Funktion ı) auf einer Umgebung U von a gibt mit nichtver- 
schwindendem Gradienten und mit 


UNN= IxeU|Y(x)<0}, U\N2= IxEeU|Yy(K)>0}. 
Auf der Untermannigfaltigkeit dreg} aller C'-regulären Randpunkte ist das 


stetige äußere Einheitsnormalenfeld n lokal definiert durch Vı/||V ||. 


Ein beschränktes Gebiet Q CR” wird Normalgebiet genannt, wenn die Hy- 
perfläche eg? endlichen (n — 1)-dimensionalen Flächeninhalt besitzt und der 
Rest von 30 (im R? z.B. aus Ecken und Kanten bestehend) eine Nullmenge 
im Sinne der (n — 1)-dimensionalen Inhaltsmessung ist, vgl. KÖNIGSBERGER 
[132] 810. 


Ein Gebiet heißt C”—-berandet (r > 1), wenn jeder Randpunkt C’-regulär ist. 


(c) Gaußscher Integralsatz. Ist N C R” ein Normalgebiet mit äußerem 
Einheitsnormalenfeld n und v ein Vektorfeld mit ve C/(MNC!(D), so gilt 


f[adivvd”x = [ (v,n)do, 
0) on 
falls das links stehende Integral existiert. 


Die Existenz des linksstehenden Integrals ist für v € C!(N) gesichert. 


(d) Partielle Integration. Sei 2 ein Normalgebiet. Dann gilt für u € cı9), 
vechß) 


[urvd’x = -[Kuvd'x (k=1,...,n). 
9 9 


Dies ergibt sich aus dem Gaußschen Integralsatz für die auf O0 verschwinden- 
den Vektorfelder v; = uvez: 


0 = f divv.d”x = [tu orv + Kuv)d"x. 
Q 9 


4.2 Variationsprobleme mit Randbedingungen 


Die Grundkonzepte bei Variationsproblemen für Funktionen auf dem R” sind 
die gleichen wie bei Variationsproblemen für Kurven; wir können uns deshalb 
kurz fassen. 


(a) Das Variationsintegral. Gegeben sei eine C?-Funktion F auf einem 
Gebiet Qr C R”x Rx RR”, der Einfachheit halber Or = Mb x Rx Rr+ 
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mit einem Gebiet No C R”. Ferner seien N ein Normalgebiet mit NCM und 
g:ON-R eine stetige Funktion. 


Wir betrachten das Variationsintegral 


F(v) = [ F(x,v(x), Vu(x))d”x, kurz F(v) = [ F(x,v, Vo)d”x 
9 9 


auf der Variationsklasse V = C}(N) der Funktionen v € C!(D) mit vorgeschrie- 
benenen Randwerten 9. 


Für die Variablen von F vereinbaren wir die Bezeichnungen 
(X,342) = NE: 3, W320); 

entsprechend notieren wir die partiellen Ableitungen von F' mit 
Fy, Fzy, Fyv, Fuzr» Fzizr - 


Weiter sei VzF' der Vektor mit den Koordinaten Fy,,...,Fr, und Fzz die 
nxn-Matrix (Fz,2,)- 


(b) Erste und zweite Variation. Der Variationsvektorraum zur Variations- 
klasse V = CD) ist 6V := Cy(D). Für u € V und p € OV gilt dann 
u+spEV für allese R (bzw. für |s| «< 1 bei allgemeineren Gebieten Pr, 
vgl. 1.2). Mit dem Satz über die Differenzierbarkeit von Parameterintegralen 


Bd.1, 823:5.2 ergibt sich 
d 
döF(u)p := T: Flu+ sp)| ,_, 
= F {F,(&, U, Vu)p DE (VF(x, u, Vu), Vp)}d"x, 
9 


2 


d 
Flu)p := 12 Flu+ sp)| _. 


DM: 


= S{Fn(& u, Vu) p? + 2 
9} 


Fyzr (x u, Vu) p Or 
1 


DM: + 


T Fz,2, (% u, Vu) ip rpld"x. 


Eu 
II 


i,k=1 
Die Linearform 

öF(u):$V>R, pr6öFlu)p 
heißt die erste Variation und die quadratische Form 


®Flu):6$V-R, pr ÖFlu)p 


die zweite Variation von F an der Stelle ueV. 


4 Mehrdimensionale Variationsprobleme 43 


(c) Lokale Minimumstellen. Wir nennen u€ V eine starke lokale Mini- 
mumstelle von f:VY-R, wenn 


Fu) < F(v) für alle ve V mit |u—vl||co «1, 

und eine schwache lokale Minimumstelle von 7, wenn 
Fu) < F(v) für alle ve V mit |u-vl|cı <1, 

vgl. 4.1 (a). Starke lokale Minimumstellen sind auch schwache. 


(d) Extremalen und schwache Extremalen. Hat F:V>RinueV 
ein absolutes oder lokales Minimum, so gilt 6F(u) = 0, d.h. 


öF(u)p = 0 für alle Testfunktionen pe CD). 
Nach (b) bedeutet das 


[(#& u,Vu)p + (WF(x,u, Vu), vo) d”x=0 für alle pe CD). 
9 


Jede Funktion, welche diese Bedingung auf einem Gebiet Q mit % C % 
erfüllt, nennen wir eine schwache Extremale oder eine schwache Lösung 
der Euler-Gleichung von F. 


Ist u zusätzlich C?-differenzierbar in Q und damit x ++ Fz(x,u(x), Vu(x)) 
dort C!-differenzierbar, so erhalten wir durch partielle Integration des zweiten 
Terms im Integral für die erste Variation 


0 = 6F(u)p = f (Fy(&; u, Vu) — div [VF(x, u, Vu)]) pd"x 
0 


für alle x € C2°(D). Mit dem Fundamentallemma 1.4 (b) folgt dann: 


(e) Satz. Jede auf einem Gebiet Q C?-differenzierbare schwache Extremale 
u von F erfüllt dort die Euler-Gleichung (EG) 


div [V2F(x,u(x), Vu(x))] = F,(x,u(x), Vu(x)) in OD. 


Eine C?-differenzierbare Lösung der Euler-Gleichung wird Extremale von F 
(oder von 7) genannt. 


(f) Regularitätssatz. Jede schwache Extremale u € C!(N) ist C?-differen- 
zierbar, wenn der Integrand F C*-differenzierbar und elliptisch ist. 


Letzteres bedeutet im mehrdimensionalen Fall die Existenz einer Zahl A > 0 
mit 
(h, Fza(x,y,z)h) > A|lh|]? für alle (x,y,z) E Or undheR”. 


Diese Aussage ist eine Folge des Regularitätssatzes von MORREY, siehe [25] 
Thm. 1.10.3. 
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AUFGABE. Schreiben Sie die Differentialgleichungen 
-Au=u (p>21), -div (|Vul”Vu) = f (422) 


jeweils als Euler-Gleichungen von Variationsintegralen. 


4.3 Variationsprobleme ohne Randbedingungen 


Wir betrachten dasselbe Variationsintegral #7 wie oben, schreiben aber keine 
Randbedingungen vor, d.h. die Graphen der Vergleichsfunktionen können sich 
auf dem Zylinderrand IN x R frei bewegen. Die Variationsklasse ist hierbei 
V = C!(D) und der zugehörige Variationsvektorraum 6V ist C!(D). Damit 
ergibt sich für jeden kritischen Punkt vueV von F:V>R 


öF(u)p = = Flu+sp)|,_, = 0 für alle ge C!M). 


Setzen wir u € C?(N) und Rlliptizität voraus, so liefert das Verschwinden der 
ersten Variation 6F(u) zwei Informationen: 


(i) u erfüllt die Euler-Gleichung in Q, 
(i) u erfüllt die natürliche Randbedingung 


(n(x), V„.F(x,u(x), Vu(x))) = 0 für alle x € reg); 

n bezeichnet hierbei das äußere Einheitsnormalenfeld auf reg). 
BEWEIS. 
Für pe c!(9) gilt 

div (p VzF(x,u, Vu)) = (V,F(x,u, Vu), Vp) + p div [V,F(x, u, Vu)], 
also liefert der Gaußsche Integralsatz 4.1(d) für alle p € öV 

0 = öFl(u)p = [(F& u, Vu) + (V2F(x, u, Vu),Vyp))d x 

9 


a (F,(x, u,Vu) — div [V.F(x, u, Vu)]) pd"x 
9 


3 PAn6 ), F(x,u, Vu))ypdo. 


Da dies insbesondere für alle Testfunktionen p € CX(N) gilt, für welche die 
Randwerte verschwinden, ergibt sich nach den Schlüssen von 4.2 die Euler- 
Gleichung. 


Für beliebige € C!(N) bleibt hiernach die Gleichung 


0 = öF(u)p = [ fypdo mit f(x) := (n(x), V.F(x, u(x), Vu(x))) 
an 
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übrig. Aus dieser folgt f =0 auf Öresf}. Denn angenommen, für ein a € Öres!} 
gilt f(a) # 0, 0.B.d.A. f(a) > 0. Dann gibt es eine Umgebung U = K,(a), 
so dass f auf UNON positiv ist. Nach 1.4(a) gibt es eine Testfunktion p € 
CZ (R”) mit p(x) > 0 für |x - all < r. Für diese ergibt sich der Widerspruch: 


0= [fedc= [ fpd>0, 
N UNON 


denn wegen a € Öregf} hat UN Öres|? einen positiven (n — 1)-dimensionalen 
Inhalt. 














4.4 Das Hamiltonsche Prinzip für elastische Schwingungen 


Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen für transversal schwingende elasti- 
sche Medien (schwingende Saite, schwingender Stab, schwingende Membran) 
gelingt auf einfache Weise mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips, weil hierzu 
nur die Integrale der kinetischen Energie und der potentiellen Energie des Sy- 
stems aufgestellt werden müssen. 


Der elastische Körper (hier Saite, Membran, Stab) nehme im Ruhezustand ein 
Normalgebiet N CR” (n< 2) ein. Jeder Punkt des Körpers mit Ruhelage 
xeN führe transversale Schwingungen aus; die senkrechte Auslenkung aus der 
Ruhelage zur Zeit t sei u(x,t). Meist sind Randbedingungen (Einspannbedin- 
gungen) vorgeschrieben, z.B. u(0,t) = u(L,t) = 0 bei der schwingenden Saite, 
u(0,t) = us(0,t) = 0 beim schwingenden, einseitig eingeklemmten Stab oder 
ux,t) = g(x) für xe ON, tER bei der schwingenden Membran. 

Für Vergleichsfunktionen v:N2x RR seien die kinetische und potentielle 


Energie gegeben als zeitabhängige Integrale 


Te) = [T&,tv,u)d"x, U) = [Us,t,v, Vu) d’x. 
9 9 


Das Wirkungsintegral von v auf dem Zeitintervall I = [tı,t2] ist dann defi- 
niert durch 


e t 
wi) = TO - UM) ar = FIT- Watv, Vensu)drxdt 
e tı9 
r \ 
= S[ J Lix,t,v, Vev, vi) d"xdt 
tı 9 


mit der Lagrange-Funktion L=T-U. 


Das Hamilton-Prinzip der stationären Wirkung besagt: Für eine Schwin- 
gung u:NxR-—R des elastischen Mediums verschwindet die erste Variation 
des Wirkungsintegrals auf jedem hinreichend kleinen Zeitintervall I = [tı,t2], 
und zwar gilt öWr(u) = 0 auf der Vergleichsklasse Vı(u) aller v € D(Wr), 
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die im Zeitintervall I dieselben Randbedingungen wie u erfüllen und zu den 
Zeitpunkten tı,ta mit u übereinstimmen. 


Der zugehörige Variationsvektorraum öVr(u) ist 
vr) =tplu+speviu) für Is] <1}. 


Im Fall von vorgeschriebenen Randwerten u(x,t) = g(x) auf 90 ist öVr(u) 
durch die Randbedingungen y(x,t) = 0 auf 99, plx,tı) = 0, p(x,t2) = 0 
für alle x € © festgelegt. In diesem Fall liefert das Hamiltonsche Prinzip die 
Euler-Gleichung für die Lagrange-Funktion L als Schwingungsgleichung, denn 
es reicht, das Verschwinden von öWr(u)p für alle offenen Intervalle JC I und 
alle Testfunktionen pe OP(Nx J) auszunützen. 


Bei anderen oder fehlenden Randbedingungen ergeben sich ähnlich wie in 4.3 
zusätzlich natürliche Randbedingungen. Wir geben unter (c) ein Beispiel. 


BEMERKUNGEN. (i) Das Hamiltonsche Prinzip liefert die Bewegungsgleichung 
und gegebenenfalls Randbedingungen; ein konkreter Schwingungsverlauf wird 
erst durch die Anfangsbedingungen 


u 


u(x,0) = uo(x), Dr 


%0) = u) 


mit gegebenen Funktionen uo,uı auf N festgelegt. 


(i) Für Variationsintegrale, die bei elastischen Schwingungen auftreten, macht 
die Frage nach lokalen Minima oder Maxima i.A. keinen Sinn. Wir führen dies 
am ersten der drei folgenden Beispiele vor. 


(a) Die inhomogene schwingende Saite. Wir nehmen an, dass die Saite 
Transversalschwingungen in einer Ebene ausführt und wählen in der Schwin- 
gungsebene ein Koordinatensystem, für welches die ruhende Saite die Strecke 
[0,2] x {0} belegt. Die zur Zeit t ausgelenkte Saite beschreiben wir durch den 
Graphen einer C?-Funktion 2 > u(z,t) (O<z<£) mit u(0,t) = u(l,t)=0. 
Bei ortsabhängiger Massendichte o(xz) > 0 ist die kinetische Energie zur Zeit t 
gegeben durch 


L 
1 u 2 
Te) = 5 ea) zad) de. 
| ? 


Wir nehmen idealisierend an, dass die Biegesteifigkeit und der Einfluss der 
Schwere vernachlässigt werden dürfen. Für eine homogene Saite ist dann die 
potentielle Energie proportional zur Längenänderung bei Auslenkung aus der 
Ruhelage, 
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22 
U(t) = ey en = ı) da. 
0 


Bei einer inhomogenen Saite ist die Elastizitätskonstante o > 0 ortsabhängig 
und kann daher unter das Integral gezogen werden. Als Euler-Gleichung ergibt 
sich eine nichtlineare partielle DG [öA]. 


Betrachten wir Schwingungen mit kleinen Auslenkungen (|öu/dx| < 1), so wird 
1 


U) & 3 [ot een? dx. 

0 

Das Hamiltonsche Prinzip besagt: Die Schwingungsgleichung für die Saite im 
Zeitintervall [tı,t2] ist die Euler-Gleichung des Wirkungsintegrals 


t2 t2 & 
Wrlu) = [ro - vo) Be s// ((&)-:(&)) Er 
tı tı 0 


Der Integrand dieses Variationsintegrals ist 
L(a,t,u,u0, u) = 3 (ol) u? - ol) a2); 
hierbei haben wir die sonst mit (x1,x22,%, 21,22) bezeichneten Variablen gemäß 
der einzusetzenden Lösung u umbenannt, vgl. 1.3 (£f). Wegen 
L_o lg, &% 
u ur du 
ergibt sich als Bewegungsgleichung die Euler-Gleichung für L 
ee ee 
dx Lou. alu ll ge \ 9x 





= OU 


Bar-Tr) 
Du _ 2 („2 
Ti ee 


Wirkt auf die Saite die äußere Kraft k(xz,t) in der Auslenkungsrichtung, so ist 
die potentielle Energie 


U) = [G@&en 2 kla,) u(e,)) de: 


und die Schwingungsgleichung lautet 


2 u) 4% 
2 7 de \ O8 s 
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Die Lösung der Schwingungsgleichung für die kräftefreie homogene Saite wurde 
in Bd.2, 86:3 gegeben. Der Fall o = const, o variabel wurde in Bd. 2, 822:5.2 
behandelt. 


Sind die Anfangsdaten x > u(z2,0), 2 + > (x,0) nicht hinreichend glatt, 
so muss die Saitenschwingung durch schwache Lösungen der Euler-Gleichung 
beschrieben werden; diese ergeben sich aus der d’Alembertschen Lösungsformel, 
vgl. Bd.2, 813:1. Das Auftreten schwacher Lösungen hängt damit zusammen, 
dass das Wirkungsintegral nicht elliptisch ist; die Leitmatrix ist hier 


-o 0 
= . ( 0 ar 


diese ist indefinit. 


Eine Lösung u der Euler-Gleichung kann nicht lokale Minimum- oder Maxi- 
mumstelle von Wr sein. Denn 6V besteht aus allen C!-Funktionen auf R= 
[0,2] x [tı,t2], die auf OR verschwinden, und für v € öV folgt W(u + sv) = 
W(u)+s?’W(v) [EA]. Mit Funktionen v € öV der Form v(x,t) = p(x) ıb(t) lässt 
sich sowohl W(v) > 0 als auch W(v) < 0 erreichen [üA]. 


(b) Die schwingende Membran. Die Aufstellung der Bewegungsgleichung 
für die schwingende Membran erfolgt ganz analog zu der für die schwingende 
Saite. Nimmt die Membran in der Ruhelage ein ebenes Normalgebiet N ein 
und wird deren transversale Auslenkung zur Zeit t durch den Graphen einer 
Funktion x > u(x,t) (x € 0) beschrieben, so erhalten wir für die kinetische 
Energie zur Zeit t 


er 1 ou 2722 
2) = 3 [eo En? ex, 
9 
wobei o(x) > 0 die Massendichte der Membran ist. 


Unter den Annahme fehlender Biegesteifigkeit, Schwerelosigkeit und kleiner 
Auslenkungen (||Vxu|| < 1) verfahren wir wir in (a): Bei der homogenen Mem- 
bran ist die potentielle Energie proportional zur Änderung des Flächeninhalts 
bei Auslenkung aus der Ruhelage. Für die inhomogene Membran ergibt sich 


U) 


IE ( 1+ | ud]? - ı) dx 
9 


1 / (x) || Wrulx,t)l? dx, 


Q 


2 
Q 


dabei ist der Elastizitätsfaktor o eine gegebene C'-Funktion auf Q. 


Als Wirkungsintegral für I = [tı,t2] ergibt sich somit 
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Wi(u) = [eo-unya = ıfffe (2) - 1 Wu?) d’xdt, 
tı 419 


und die zugehörige Lagrange-Funktion ist 


1 1 
L(x1,22,t, U, Ur , Ung, Ur) = 3 (21,22) ur z 5 le1,22) (is, +us,) 5 


Für die Euler-Gleichung als Bewegungsgleichung erhalten wir also 


il 


in 2, 2.08 ”) Fa 
= ori ori ° ot? 


Hu 

er 

Ist der Elastizitätsfaktor o konstant, so wird hieraus die zweidimensionale Wel- 
lengleichung 








bzw. 


= divx(oVxu). 


ou 
ot? 


2 . 
= ce Au mit c= 


[a 


wobei der Laplace-Operator nur auf die Ortskoordinaten wirkt. 


Die Lösungstheorie der Wellengleichung im R°? wird in Bd.2, $17 behandelt; 
für die kreisförmige Membran verweisen wir auf Bd. 2, 815:3. 


(c) Der schwingende Stab. Ein homogener, elastischer Stab der Länge ( mit 
überall gleichem rechteckigem Querschnitt führe horizontale Schwingungen aus. 
Wir repräsentieren ihn durch seine neutrale Faser, d.h. die Verbindungslinie der 
Querschnittsmittelpunkte. Diese belege im Ruhezustand die Strecke [0,2] auf 
der x-Achse. Die zu dieser senkrechte Auslenkung aus der Ruhelage wird wie 
eben durch eine Funktion x > u(x,t) beschrieben. Die kinetische Energie zur 
Zeit t ist wieder 
L 


T() = : ‚t)’ de. 
{0} 


Die zur Verbiegung aufgewendete Arbeit ist nach EULER (1744) und DE SAINT- 
VENANT (1855) 
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dabei ist «(x,t) die Krümmung des Stabes an der Stelle x zur Zeit t und 
eine positive Konstante, vgl. SOMMERFELD [127, II] 840. 


Nach 87:1.2 ist die Krümmung einer C’-Kurve x + (z,v(x)) gegeben durch 


x) = (1+V/(0)?) v"), 


bei kleinen Auslenkungen (|v’(z)| < 1) also angenähert durch «(z) = v”(z). 
Nehmen wir Letzteres für den Stab an, so ist die potentielle Energie zur Zeit t 


l 


u 
U(t) = 4 [era 
0 


Somit ergibt sich als Wirkungsintegral für ein Zeitintervall I = [tı,ta] 


t2 & 
0 En) 
tı 0 


bzw. nach Weglassung des Faktors o > 0 


10 8 
= 1 Ov 2 2 v 2 E) uk 
Wiı(v) = s// (5) c =) ) dedt mit c := 2: 


tı 0 


Bei gegebenen Randbedingungen an den Balken lassen sich aus dem Hamilton- 
schen Prinzip 6Wr(u) = 0 für alle hinreichend kleinen Zeitintervalle I = ]tı,ta| 
die Bewegungsgleichung und die natürlichen Randbedingungen analog zu 4.3 ab- 
ableiten. 


Wir führen dies für den Fall eines 
links eingespannten und rechts frei- 
schwingenden Stabes durch, also für 


die Randbedingungen 
ö 
u(0,2) = 0,1) =0 (GER). 0 ee 


Für die zu bestimmende Lösung 
u: [0,2xR— Rund ein Zeitintervall 
I =]tı,t2| lautet der Variationsvek- 


torraum mit 2 :=]0,£[x ]tı, ta| 
övr(u) = [pec”@) | %(0,t) = %2(0,1)=0 für alle t, 


p(z,tı) = plz,te)=0 für ze |0, a} 


und die nach Voraussetzung verschwindende erste Variation von Wr 
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ou %p Fu Hy 
0 wie = | (& ec Te) det. 
9 


Partielle Integration bezüglich t ergibt für g € öVr(u) wegen p(x,tı) = p(x,ta) 


D 
ou 0% ou 0% u (! fu dr, 
[ara - IE DL --/ Era 

) 0 db 


zweimalige partielle REN bezüglich x liefert mit 32(0, t) = p(0,t)=0 


ta € 
u °p Hu p 
DR 2 rd = Klee)“ 
tı {0} 
t2 L e 
9% _ u 09 ) 
r L,t) dt K een dx) dt 


ö 
= {0} 

u, 0% u 

re) zu Tr — (2,1) p(6,t) dt al [# ;pde)d 


Damit erhalten wir aus 6Wr(u) = 0 


u 20 
0-- (+: 5: Gr) pdadt 


Q2 


+e [Zu t) p(L,t) dt - fx t) una. 


tı tı 


j 
t2 r 
u 
[me 
= 
-/8 


Im Spezialfall o € CX°(Q) verschwinden die beiden letzten Integrale, und wir 
erhalten mit dem Fundamentallemma die Schwingungsgleichung für den Stab 
Hu + 2 ru 
dt? dx* 
In der übrig bleibenden Variationsgleichung wählen wir zuerst Variationsvek- 
toren p € ÖVr(u) mit p(l,t) = vft), 32 (0,1) =0, db e CA (|tı,ta[), und 
dann Variationsvektoren @ mit Se(t, t) = vlt), pll,t) =0, de CA ltı,te]). 
Durch Anwendung des Fundamentallemmas ergeben sich daraus die natürlichen 
Randbedingungen am freien Stabende 
2 3 
au) = 5 
öx? 023 


—(£; t) = 0 für allet. 


Die beiden letzten Variationsvektoren lassen sich realisieren durch die Ansätze 
olz,t) = °a?(30 - 2x)ı(t) und olz,t) = Cr M)ot). 
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4.5 Minimalflächen in Graphengestalt 


Wir betrachten das in $1:1.2(a) angesprochene Problem, in eine geschlossene 
Kurve TC R? eine Graphenfläche kleinsten Flächeninhalts einzuspannen. 


Ist die Randkurve der Graph einer C'-differenzierbaren Funktion 9:30 —R 
(N CR? ein Normalgebiet), so geht es um die Bestimmung der Minimumstellen 
des Flächeninhalts A:VY—> R mit 


A(v) = [vrTver es, vV=-CM). 
9 


Als notwendige Bedingung für eine Minimumstelle u €e VNC?(Q) ergibt sich 
nach 4.2 die Euler-Gleichung 
I ar eh 
1+||Vu||? 


Aus Sicht der Differentialgeometrie bedeutet diese Gleichung das Verschwinden 
der mittleren Krümmung der Graphenfläche, siehe $7:3.3 (c). Flächen mit 
dieser Eigenschaft werden Minimalflächen genannt, auch wenn sie kein lokales 
Minimum von A auf V liefern. 


4.6 Kapillaritätsflächen in Zylindern 


Wir betrachten einen Zylinder Z = 2x R>so im R? über einem konvexen 
Normalgebiet I C R? mit äußerem Normalenfeld n auf Öreg!}. Eine Flüssig- 
keitssäule in Z stellt sich so ein, dass deren Oberflächenkräfte mit der Schwer- 
kraft ein Gleichgewicht bilden. Ihre obere Begrenzungsfläche heißt Kapilla- 
ritätsfläche. Wir nehmen an, dass diese der Graph einer positiven Funktion 
ue C!(D) ist. Das folgende Variationsprinzip zur Charakterisierung des Gleich- 
gewichtszustandes stammt von GAuss (1830): 

Die Gleichung der Kapillaritätsfläche ergibt sich aus 


dElu) = 0, 


wobei sich die Gesamtenergie E(v) zusammensetzt aus der Energie der freien 
Oberfläche (proportional zu deren Flächeninhalt), der Benetzungsenergie (pro- 
portional zur gemeinsamen Oberfläche der Flüssigkeit mit dem Zylinderrand) 
und der Gravitationsenergie. Dies bedeutet 


Ev) = oo | Yı+ |voldx - o( 
9 


auf V = C!(R). Die Konstanten oo > 0, oı € R sind Koeffizienten der Ober- 
flächenspannungen, g ist die Erdbeschleunigung und o die konstante Massen- 
dichte der Flüssigkeit. 


J vds+V?9)) +3g0o[v’d’x 
on 9 
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Wir setzen zur Abkürzung 


EEE LE PEN a 


viHlw 0 an 
Dann ergibt sich für u € VNC?(9) und p € 6V := C!(9) mit partieller 
Integration 


dE(u)p = oo f ((Tu, Vy) + Kup) d’x — o0ß f[ pas 
9 an 


oo [ (-divTu + zu) pd’x +00 [ ((n,Tu) — $) pds. 
0 80 


Für eine Kapillaritätsfläche u € VNC?(0) erhalten wir wie in 4.3 durch Testen 
von d&(u)p =0 mit pe CN) die Euler-Gleichung 


div Tu = ku in Q, 


und durch anschliessendes Testen mit Buckelfunktionen € CX(R?), deren 
Träger um Randpunkte a € Öreg!? zentriert sind, weiter die Randbedingung 


(n, Tu) = ß auf regt. 


Es folgt |] = Im, Tu)| < ||| - |Tul| < 1. 
Der Randbedingung lässt sich eine ein- 

fache geometrische Interpretation ge- 

ben: Sind n, := (nı,n2,0), 


En (du, dau, —1) 
“7 /ı+|Vvul? 


die Einheitsnormalen der Mantelfläche 
des Zylinders Z bzw. der Kapillaritäts- 
fläche, so gilt für den von diesen einge- 
schlossenen Kontaktwinkel 7 € ]O, | 





cosy = (n.,n,) = (Tu,n) = ß auf regt). 
Als Literatur zur Theorie der Kapillaritätsflächen empfehlen wir Fınn [32]. 


AUFGABEN. (a) Zeigen Sie, dass das Flüssigkeitsvolumen V einer Kapillaritäts- 
fläche mit dem Umfang Z von © durch die Beziehung «V = _L cosy verknüpft 
ist. 


(b) Bestimmen Sie für rotationssymmetrische Kapillaritätsflächen (N also ei- 
ne Kreisscheibe) die ersten Glieder der Potenzreihenentwicklung von U(r) = 
u(r cosp,rsing). 
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5 Isoperimetrische Probleme 


5.1 Integral-Nebenbedingungen und Lagrange-Multiplikatoren 


(a) Gegeben seien (ein- oder mehrdimensionale) Variationsintegrale F, G auf 
einer durch Randbedingungen gegebenen Variationklasse V C D(F) N D(G). 
Wir betrachten das isoperimetrische Problem, das Variationsintegral F 
unter der Nebenbedingung G = c, c eine gegebene Konstante, zu minimieren, 
also 


Fwv) =min auf Ve :=VN{G=c} = {veV|G(wv)=c}. 


Für den zugehörigen Variationsvektorraum öV gilt nach dem Beweis 1.2, bzw. 
nach 4.2 (b) 


#) uev, nedV, Inlo <1 > urnev. 


Um zu sichern, dass die Klasse Ve = VN{G = c} eine echte Teilmenge von 
V ist, fordern wir, dass es wenigstens ein u € V gibt mit öG(u) # 0. Für 
jeden Variationsvektor «5 € 6V mit 6G(u)» # 0 ist dann G(u+sıb) #c bzw. 
u+spE&V. für 0<|s| <1. 


Satz. Ist ueEV. eine starke oder schwache lokale Minimumstelle von F auf 
V. und gilt 
5G(u) #0 auf öV, 
so gibt es einen eindeutig bestimmten Lagrange-Multiplikator \E R mit 
s(F-AG)(u) = 0. 
Dieser ist gegeben durch 
\_ FW 
5G(u)o ’ 
wobei ab € ö6V ein beliebiger Variationsvektor mit 6G(u)b AD ist. 


Als notwendige Bedingungen für lokale Minimumstellen uvon F:VYV->R 
erhalten wir somit im Fall der C?-Differenzierbarkeit von u neben 


uevV, G(uü) =c 
die Euler-Gleichung für 7 — AG; diese ist im eindimensionalen Falln=1 


d 
dx [Fx(z,u, u) — AGz(z, u, w)] = Fy(z, u, u) = AGy(z,Uu, u‘), 


bzw. im mehrdimensionalen Faln >1,m=1 
div [(F-AG)(x,u, Vu)] = (F-AG),(&%,u, Vu), 


wobei F und G die Integranden von F bzw. G sind. 
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BEWEIS. 


Da jedes starke lokale Minimum auch ein schwaches ist, gilt wegen (x) 


(l) u+nevV für allen e öV mit |n|cı <1, 
(2) F(u) < F(u+n) für allen € öV mit u+ne Ve. und |In|cı <1. 


Im Allgemeinen werden Vergleichsvektoren der Form u+s» mit db eEÖöV die 
Nebenbedingung G = c nicht erfüllen. Wir modifizieren daher das bisherige 
Verfahren, indem wir von einer zweiparametrigen Schar u+sp-+trb ausgehen. 


Wir wählen gemäß Voraussetzung ein «5 € 6V mit öG(u)ıb #0 und fixieren 
einen weiteren Variationsvektor 9 € öÖV. Für n(s,t) := sp+tub € öV gilt dann 
Inllcı < Is IIellcı + El Illca < 1, falls |s| + El < 1. 


Somit ist 
9(s,t) = Gu+sp+tp) 

für |s| + || & 1 definiert, und es gilt 
(0,0) = G(u) 


c, 


32(0,0) = öG(u)p #0. 


Nach dem Satz über implizite Funktionen gibt es daher eine offene Rechteckum- 
gebung U =Tx J von (0,0) und eine C!-Funktion h: T— J mit h(0) = 0 
und 


g(s,t) =c—>t=hf(s) n U. 


Für U(s) :=u+sp+h(s)’ mit |s| <1 gilt somit G(U(s)) = g(s,h(s)) = c 
bzw. U(s)E Ve. 


Da U(0) = u nach Voraussetzung eine lokale Minimumstelle von F auf V. ist, 
folgt 





ve FU) = SFlu)e + h(0) 6 Fu), 
0. = ZIGUs))|,, = SG) + KO) 8Glu) a. 





Durch Eliminieren von h(0) ergibt sich mit einer Konstanten AER 


(3) sFlUu)p = Aöglu)p, 


(4) sdFlu)p = Aöglu)». 
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Der Lagrange-Parameter A ist wegen öG(u)?b # 0 durch (4) eindeutig bestimmt. 
Dieser hängt nicht von der Wahl von «5 ab, wie Gleichung (3) zeigt. Aus (3) 
und (4) folgt somit A = 6F(u)»b/öG(u) für alle € öV mit 6G(u)y #0. 

Nach (3) verschwindet die erste Variation von F—- AG an der Stelle u, und 


im Fall der C?-Differenzierbarkeit von u folgen die entsprechenden Euler- 
Gleichungen nach 1.3 (b) bzw. 4.2 (d). 














(b) Bei mehreren Integral-Nebenbedingungen verfahren wir ganz analog. Seien 


F,G1,...,Gp Variationsintegrale auf einer Variationsklasse V mit (x). Für c = 
(c1, --- ,Cp) € RP sei 
Ve ={veV|glWw)=ca,...,vV)=o}:. 


SATZ. Sei u € Ve eine starke oder schwache lokale Minimumstelle von F auf 
Ve. Existieren Variationsvektoren %b1,...,%, € 6V mit 


det(öG:(u)ar) #0, 
so gibt es eindeutig bestimmte Lagrange-Multiplikatoren Xı,...,Ap, für wel- 
p 


che die erste Variation von F — 2» X:G; an der Stelle u verschwindet. 
i=1 


BEWEISSKIZZE. 

Wir wählen %7,...,%, € öV mit det(6G;(u)%,) #0 und fixieren ein beliebiges 
p 

pe&öV. Für |s| +), || < 1 sind dann 





i=1 
Hls;tı,...,tp) = Glutsp+tbtip, +... +6%,) (=l,...,P), 
fst1,..-,tp) = Flu+sp+tibı +... +tp%,) 





definiert, da die Einträge nach (x) zu V gehören. Ferner gilt 











gi Igi 
9(0,0) = ci, 40,0) = 6Glu)p, 500,0) = 6Glu)pr, 
ös Otk 
era, or Merz: 
ös Otk 
Nach Voraussetzung ist det (2 (0, 0)) # 0. Somit beschreiben die Gleichungen 
ls,tı,...,%p) =c (i=]1,...,p) eine eindimensionale Lösungsmannigfaltig- 


keit, auf der f an der Stelle (0,0) ein lokales Minimum annimmt. Nach Bd.1, 
822:6.1 gibt es daher Lagrange-Parameter Aı,...,Ap mit 


vf(0,0) = > AVg(0,0). 


i=1 
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Dies bedeutet 


)  3FW)p = D xöGilu)p, 


(i) 6Flu)y, = = A6G;(u)b, (k=1,...,p): 


Die Zahlen X; in (i) sind als Lösungen des Gleichungssystems (ii) mit nicht- 
verschwindender Determinante durch %,,...,%, eindeutig bestimmt. Nach (i) 
hängen diese nicht von der Wahl der », € öV ab. 














5.2 Die hängende Kette 

Gegeben sind zwei Punkte A und B -ß 0 B 
in gleicher Höhe über der Erdober- 
fläche. Eine Kette, idealisierend darge- 
stellt durch einen homogenen, unelasti- 
schen, schweren Faden ohne Biegestei- 
figkeit, sei an ihren Enden in A und 
B befestigt. Unter dem Einfluss der 
Schwerkraft stellt sich eine Kurve C 
ein, deren Gestalt zu bestimmen ist, die yY 
Kettenlinie. 

Wir beschreiben diese durch eine Funktion w € C?[-8, ß] im skizzierten Ko- 
ordinatensystem, also A = (-ß,0), B = (ß,0) und w(ß) = w(-ß) = 0. Bei 
gegebener Länge 





SsV 





8 
GW) = [ Vil+v(a)?’de = L> 28 
=B 
maximiert w die y„-Koordinate des Schwerpunkts 
ß 
Flo) = [yds = [ vie) YI+ ve)? de, 
c =B 


also das beim Seifenhautproblem 2.5 auftretende Variationsintegral. Mit den 
Integranden 


F(y,z) =yvl+z? von F, G(y,z) = vl+z? von G 


ist w somit eine Extremale von F(y,z)-AG(y,z) = (y-A)V1l-+ z? mit passen- 
dem A, und daher ist u:= w—X eine Extremale von 7 auf der Vergleichsklasse 


v= {ve 0c?[-8,Al |v(-A)=v(d)=-R}-. 


Damit übertragen sich die Schritte (1),(2),(3) von 2.5 mit geringfügigen Modi- 
fikationen. 
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AUFGABE. Zeigen Sie in Analogie zu 2.5: 

cosh(x/c) 

cosh(ß/c) 

(b) Wegen w(x) >0 für |e|<ß folge A>O und damit u(z) <c<0. 

(c) Der Bedingung (4) in 2.5 (c) entspricht hier A = —c cosh(ß/c). 

(d) Aus (a) und (c) folgt? L=G(w) = G(u) = 2c- sinh(ß/e) =: f(e). 

) Die Konstante c ist durch f(c) = L > 2ß eindeutig bestimmt, denn für 
x) := f(B/x) ist „im s(« 2)=2ß, ‚im g(&) =&, x?g’(2)>0, falls >0. 


(a) Es gibt eine Konstante cZ0 mit u(z) = — 


(e 
a 
5.3 Zum Problem der Dido 


(a) Das erste mit Mitteln der Analysis gelöste isoperimetrische Problem be- 
steht darin, die Gestalt einer Graphenkurve gegebener Länge L über einem 
festen Intervall zu bestimmen, welche die Fläche zwischen der x-Achse und 
dem Graphen maximiert (Jakob BERNOULLI 1697). Es geht also darum, unter 
allen PC!-Kurven v : [-#, 8] + R+ mit v(-$) = v(ß) = 0 den Flächeninhalt 


-B 


zu maximieren unter der Nebenbedingung 
-/ 1+v(z)de =L. 


Jede Lösung u dieses Problems erfüllt nach 5.1 und 3.2 (b) die Euler-Gleichung 
in integrierter Form 


u(z) 


= 
1+u’'(x)? 


=c-+c 


an allen Stetigkeitsstellen x von u’, dabei sind A und c Konstanten [öA]. Daraus 
folgt A #0 und die Stetigkeit von u’. Offenbar besitzt w nur die Nullstelle —; 
wegen w(—-ß) > 0 ist daher w(z)- (e+c) < 0 für x #-c und damit A > 0. 
Auflösung nach w’(z) und Integration ergibt 
u/(e) = - En = Rt, 
12 — (2 + c)? dx 
also 


u) = YA? - (x+c)? +d 





mit einer Konstanten d. Aus u(-ß) = u(ß) = O folgt ce=OQ undd = -/X? — PR. 
u beschreibt also einen Kreisbogen mit Radius A und Mittelpunkt (0, d). 
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(b) Die Fläche A(u) unter dem Kreisbogen hängt von 8 und damit vom halben 
Offnungswinkel po ab. Mit sing = ß/A und L = 2Xg ergibt sich 
2 1? 
Fu) = A (p -sinpcosp) = 2 (% —_ 3 sin 29) =: f(p). 
Das Optimum bei frei wählbaren Randpunkten (-£,0), (8,0) ergibt sich für 
8 = L/r, also einem Halbkreis, denn es gilt f’(p) >0 für Oo<p<r/2 [üRl. 


(c) Das klassische Problem der Dido $1:1.5 fassen wir wie folgt: Unter allen 
geschlossenen PC!-Kurven v : [0,1] — R? vorgegebener Länge L, welche den 
Nullpunkt einfach positiv umlaufen (Bd. 1, 826:3.6), sind diejenigen zu bestim- 
men, deren Spur eine Fläche größten Inhalts umschließt. 


Für jede zur Konkurrenz zugelassene Kurve hat die eingeschlossene Fläche nach 
der Leibnizschen Sektorformel (Bd.1, 824:4.6(c)) den Inhalt 


FWv) = 3 [ (edy - yde) u 3 floı(l)ör(t) - ör(t) ve(t)) dt. 
c h) 


Liefert u das Maximum von F(v) unter der Nebenbedingung 


ow) = [Vu rat = L, 
0 


so gelten nach 5.1 und 3.2 (b) die Euler-Gleichungen in integrierter Form 


BEER aa ee Fa lejde ca = tu bi, 
3 u2(t) ET J (s)ds + 1 u2(t) + 
Lan IE EL NEIN > @ = -tu ba 
2 ürlt)? + üz(t)? 2 / ee BT 





an den Glattheitsstellen von u, dabei sind bz,c» Konstanten. Es folgt 


u=a + ba, uva=-—-ı er 


"2 "2 "2 "2 
u + u vurı 


Durch Kombination dieser Gleichungen und Integration folgt hieraus 


bi. 


urüı + u2ü2 = baüı —- bıüa, 


ı(w 1 u3) bau +bıu2 = a, bzw. 3 (u — b2)” + (ua + b1)” = B 





mit Konstanten a, ß. Die Kurve u beschreibt somit einen Kreis vom Radius 
r = Y2ß = L/2r (Letzteres wegen G(u) = L). Der Mittelpunkt des Kreises ist 
durch die Aufgabenstellung nicht festgelegt. 


60 82 Extremalen 


6 Legendre-Transformation und Hamilton-Gleichungen 


6.1 Übersicht 


Die Euler-Gleichungen eines elliptischen Variationsintegrals lassen sich in ein 
äquivalentes System von 2m Differentialgleichungen erster Ordnung 


n _ öH f OH 
vie) = Gayla),Pla)), Die) = - 5 @ylo),plo)) 
(i=1,...,m) umformen, die Hamilton-Gleichungen. 


Gegenüber den Euler-Gleichungen hat dieses System den Vorteil, explizit zu 
sein; des Weiteren sind die Koordinaten yı,...,Yym und p1,...,Pm gleichberech- 
tigte Variablen des Phasenraums. Mit Hilfe der Hamilton-Gleichungen gestal- 
tet sich die Darstellung von ersten Integralen (in der Mechanik: von Erhaltungs- 
größen) besonders einfach. Auf die Bedeutung der Hamiltonschen Formulierung 
der Bewegungsgesetze für die Mechanik gehen wir in (84:4) ein. 


6.2 Hamilton-Funktion und Hamilton-Gleichungen 


(a) Sei F:R"+HIIQrF—R ein C’-differenzierbarer elliptischer Variations- 
integrand (r > 2). Nach 3.3 (b) ist die Abbildung 


(2,9,2) # (©,y,p) = (2,y, V»F(z,y,2)) 


ein C’1_Diffeomorphismus zwischen Nr und einem Gebiet Iu C Baur des- 
sen Umkehrabbildung wir mit 


(2,9,P) > (,y,2) = (2,y, Z(2,y,P)) 

bezeichnen. 

Wir definieren die Hamilton-Funktion H :2r —R von F durch 
H(x,y,p) = (P, zZ) = F(x,y,z) mit z:= Z(x,y,P) 2 


Als Legendre-Transformation wird meistens sowohl der Variablenwechsel 
(z,y,z) > (x2,y,p), als auch die Zuordnung F+> H verstanden. 


Zur Notation gilt das in der Bemerkung 3.3 (b) Gesagte. 


SATZ. Die Hamilton-Funktion H ist C”-differenzierbar, und es gilt 
V,H(x,y,Pp) = Z(z2,y,P); 
V,H(x,y,p) = — VyF(x,y,2) mit 2 = Z(z2,y,P); 


OH öF ’ 
du ©Y»P) =, 7, 8 y,2) mit 2 = Z(z2,y,P): 
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BEWEIS. 
Aus der Definition 


H( (x »Y; P = m (x »Y; P p) = F(x,y,Z(2,y,P)) 


folgt unter Beachtung von 


oe 
Men: 


nach der Kettenregel und unter Fortlassung der Argumente von H 


(2,y,2) mit z= Z(z,y,p) 


öH öF 082; 

Ir Aayıp long ED DE ALE aD, 
= Zx(2,y,P); 

HH X öF OF 82; 

Ok Yon, ‚P) - I, 9952) = 2 Er ic ‚Y;P) 
= - (2,y,2) mit z = Z(r,y,P), 

OH x ÖF "OF 8Z, 

er >> en I end ann) 

2 


Ser (2,y,z) mit z = Z(z,y,p): 


Insbesondere ist H C”-differenzierbar, weil die Funktionen Zr, OF/dyr, dF/Ox 
C’=1_-differenzierbar sind. 














(b) Sarz. Die Euler-Gleichungen von F und die Hamilton-Gleichungen der 
F zugeordneten Hamilton-Funktion H 


(HG) y’(@) = VpH(z,y(z),p(&)), P'(@) = - VyH(z,y(2),p(z)) 
sind in folgendem Sinn äquivalent: 


Ist x: > y(x) eine Lösung der Euler-Gleichungen von F‘, so ist 
=> (y(@),p(@)) mit p(2) = VaF(2,y(2),y'(@)) 


eine Lösung der Hamilton-Gleichungen. 


Umgekehrt ist für jede Lösung x > (y(xz),p(x)) der Hamilton-Gleichungen 
durch > y(x) eine Lösung der Euler-Gleichungen gegeben, und es gilt 


p(2) = %F(z,y(&),y'(@))): 
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Denn aufgrund der Beziehungen zwischen H und F in (a) gilt 

p(2) = %F(z,y(@),y'(2)) > y’(2) = VpH(z,y(2),p(z)) 
und 

d ’ ‚ 

Er [V,F(2,y(2),y’(2))] - VyF(2,y(2),y’(«)) 

= p/(z) + WH(z,y(z),p(z)). 

(c) Sarz (Poincare 1893). Die Hamilton-Gleichungen (HG) sind die Euler- 
Gleichungen des Variationsintegrals für Kurven 

© (y(x),p(2)) im R”” 


auf Intervallen I = |«, ß] 
ß 
Fu(y,p) = Fu(y,P,1) := [ {ple),y’(2)) - H(2,y(e),p(2))} de, 


genauer: Für eine beliebige C'-Funktion H : Qu — R folgt aus dem Ver- 
schwinden der ersten Variation 6Fu(q,p) = 0 die C!-Differenzierbarkeit von 
q,p und das Bestehen der Hamilton-Gleichungen. 


BEweEIs als [ö4]: Stellen Sie für 7 die Euler-Gleichungen in integrierter Form 
auf, vgl. 3.2 (a). 
BEMERKUNGEN. (i) Wegen 
F(2,y,2) = (p,z) - H(a,y,p) für p = VaF(2,y,2) 
gilt für C!-Kurven y:I> R” 


Fa(y,p) = F(y), falls p(x) = %F(x,y(2),y (2)). 


(i) Das Variationsintegral Fr ist nicht elliptisch, dennoch folgt unter der Vor- 
aussetzung H € C!(Qır) die C!-Differenzierbarkeit von schwachen Extremalen. 


(d) In der Hamiltonschen Mechanik 84 verwenden wir die der traditionellen 
Notation angepassten Bezeichnungen 


t,q,v,L,W anstelle von 2,y,2,F,F, 
t,q,p,H,Wn anstelle von z2,y,p,H, Fr; 
dabei ist L die Lagrange-Funktion und W das Wirkungsintegral. 


Die Legendre-Transformation bewirkt in der Sprache der Mechanik den Aus- 
tausch von Geschwindigkeitsvariablen v gegen Impulsvariablen p. 
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6.3 Hinweis 


Um den an die Schreibweise der klassischen Vektoranalysis gewohnten Leserin- 
nen und Leser den Einstieg zu erleichtern, fassen wir hier, wie auch später in der 
Hamiltonschen Mechanik 84 und in der geometrischen Optik 85, die Impulse 
p als Vektoren des R’”” auf. Dies ist jedoch nur so lange zulässig, solange keine 
Koordinatenwechsel vorgenommen werden. Soll die Hamilton-Funktion in be- 
liebigen Koordinaten ihren Sinn behalten, müssen Impulse p = Fy bzw.p= [Lv 
als Linearformen aufgefasst werden, vgl. die Bemerkung in 88:3.3. 


6.4 Aufgabe 

Für teI und vEeR sei L(t,gq,v) = n(t,q)v1+ v2 >0 (Bezeichnungen 
wie in 6.2 (d)). 

(a) Geben Sie die Hamilton-Funktion H und deren Definitionsbereich Or an. 
Stellen Sie die Hamilton-Gleichungen auf. 

(b) Bestimmen Sie für n(t,qg) = Yt?+g? die Extremale q : Rso — R mit 
(0) =1, g(0) = 0. 

Anleitung: Für die Lösungen der Hamilton-Gleichungen ist q(t)? — p(t)? kon- 


stant, ferner ergibt sich eine gewöhnliche Differentialgleichung für d(t) = q(t) — 
p(t). Aus deren Lösung ergibt sich eine Gleichung für q(t) + p(t). 
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In diesem Paragraphen stellen wir für das Zweipunktproblem #:V— Rvon 
82:1.1 notwendige und hinreichende Bedingungen dafür auf, dass eine gegebene 
Extremale u € V ein lokales Minimum von F in V liefert. Eine Schlüsselrolle 
spielt hierbei die Bedingung von Jacobi, welche die Länge des Integrationsinter- 
valls einschränkt und auf den fundamentalen Konzepten des Jacobi-Felds und 
der konjugierten Punkte beruht. Für die hinreichenden Bedingungen starker lo- 
kaler Minima wird eine an der Optik orientierte Feldkonstruktion herangezogen. 


Bemerkung: Für die Hamiltonsche Mechanik (84) und die geometrische Optik 
(85) ist das Studium des ganzen Paragraphen nicht erforderlich. Die auf dem 
Hauptsatz 3.4 beruhende Aquivalenz der beiden Versionen des Hamiltonschen 
Prinzips wird in 3.6 formuliert. Die Aquivalenz der beiden Versionen des Fer- 
matschen Prinzips wird in 85:3.1(d) behandelt. 

1 Notwendige Bedingungen für lokale Minima 


1.1 Konvexe Funktionen und Exzessfunktion 


Eine Funktion f :V — R auf einem konvexen Gebiet V C R” heißt konvex, 
wenn 


ftızı +t2z2) < tıf(zı) + taf(ze) 

für alle zı,22 € V und tı,t2 € R+ mit tı +t2 =1. 

Die Funktion f heißt streng konvex , wenn 
Ftızı + 222) < tıf(zı) + t2f(z2),, 

falls zı # z2, tı,t2 >0 und ı +tb=1. 

Die Exzessfunktion W; einer C'-Funktion f:V > R ist definiert durch 
Wr(z1,22) := f(z2) - f(zı) - f(zı) (22 - 21). 


Diese misst, wie hoch der Funktions- 
wert von f an der Stelle za über der 
Tangentialebene 


24 f(z1) + (1) (z- zı) 
durch den Punkt (zı, f(zı)) liegt. 














f Wı(zi, Z2) 
Satz. Für C?-Punktionen f:V>R 

auf einem konvexen Gebiet VC R” 

sind folgende Aussagen Äquivalent: 

(a) f ist konvex, En 25 2 


(b) Wyr(zı,z2) >0 für alle zı,z2 eV, 
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(c) Die Hesse-Matrix f"(z) ist positiv semidefinit auf V: 
f'@)>0 für alle zeV. 

ZUusSATZ. Aus der positiven Definitheit f"(z) >0 auf V folgt 

(d) Wır(zi,22) >0 für 1 #z, 


(e) f ist streng konvex. 


BEWEIS. 


(c) = (b): Da V konvex ist, liegt mit zı, z2 auch die Verbindungsstrecke in V. 
Nach dem Satz von Taylor gibt es ein 9 € ]0, 1[, so dass mit h := za - zı 





) Welzu,ze) = Az 4b) - fa) - Sa) = 3(h, 7”(zı + Oh)h). 


Ist f” positiv semidefinit, so folgt W;(zı,22) > 0. 


Im Fall der positiven Definitheit von f” in V ergibt sich ferner Wy(zı,z2) > 0, 
falls h= za —- zı #0. 


(b) = (c): Angenommen, f” ist nicht positiv semidefinit. Dann gibt es ein 
zı eV undein v#0O mit (v, f”(zı)v) < 0, also auch (h, f”(z)h) < 0 für 
ze K,(zı) mit passendem r>0 undh=AXvmitX#0, vgl. Bd.1, 822:4.5. 
Für |h|| <r und z =zı +h folgt W;(zı,z2) <O nach (x). 


(a) — (b): Zu je zwei festen Vektoren zı,22 € V betrachten wir 
gt) := (1-Lflzı) + tflze) - f((lL-t)zı+tz) für O<t<I1. 
Konvexität von f bedeutet g(t) > 0 für t,zı,Z2. Wegen 


g’(t) = fz2) - fzı) - FL -2)zı + tz) (z2 - zı) 
ist g’(0) = Wy(Zz1, 22). Ferner gilt g(0) = g(1) =0. 
Ist f konvex, so gilt g(£t) > 0 in [0,1], also W;(z1,22) = g’(0) > 0 für jede 
Wahl von zı, 2a. 


(c) — (a): Es gelte f”(z) > 0 für alle ze V. Nach den Schlüssen oben folgt 
(b). Zu je zwei gegebenen Punkten zı,Z2 und der zugehörigen Funktion g ist 
daher g(0) = g(1) = 0, g’(0) > 0, ferner 


g(t 


) 
Es folgt g(t) > 0 in [0,1], denn würde g negative Werte annehmen, so gäbe es 
ein to € JO, 1[ mit g’(to) <O und daher g’(t)<0 für tt <t<I1,was g(1)<O 
nach sich ziehen würde. 





_ (z2 — 21, fra _ t)zı +tza) (za _ zı)) <o0. 


Ist f” positiv definit in V, so gilt sogar g”(t) <O für zı Z za, woraus ähnlich 
wie oben g(t) >0 für O0<t<1 folgt. Das bedeutet strenge Konvexität. 
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1.2 Die notwendigen Bedingungen von Legendre und Weierstraß 


In diesem Paragraphen betrachten wir das Zweipunktproblem #:V—R mit 
ß 
FW) = [F(&v,v’) de, 
v.:= {vePC!(la, A], R”)| v(a)=a, v(9)=b, veD(A)}, 


öV = PCy([a, 8], R”*) := {p € PC!([a,],R”) | Pla) = p(B)=0}. 


Im Hinblick auf die Theorie hinreichender Bedingungen verlangen wir die C°- 
Differenzierbarkeit von F' auf einem Gebiet Or, welches mit je zwei Punkten 
(z,y,Zı), (&,y,Z2) auch die Verbindungsstrecke enthält. 


(a) Die notwendige Bedingung von Legendre (LEGENDRE 1788). Für jede 
schwache lokale Minimumstelle u € V des Zweipunktproblem F:V->R 
gilt 





Fza(x,u(2),wW(x+)) > 0 für ze]a,ßl. 








BEWEIS. 
Wir fixieren eine Glattheitsstelle [N 
gel a, Pl 
von u, einen Vektor En 
be 
GER. , 
und setzen für ve ]w,$|, 0<e<1, «ge & &+e ß T 


p.(2) = delR):G mit 


. Se-le-8 für |e-8<e, 
=, für |e-8|>e. 


Dann ist 2. € ö6V und (az) = sign (E-x)-C für0 < |E-x| < &; dabei 
ist sign (£ — x) das Vorzeichen von &— x. Nach $2:1.2(b), (c) folgt aus der 
schwachen lokalen Minimumeigenschaft von u 
&+e 
1 1 
0<z’FW)p.=5 | KGFsrteuu)c)(e- 12-8)? 
&-e 


+26, Fay(z,u,u’)C)(e- |e - E]) sign (E- =) 
+ (g, Fz=(x, u, u‘) )) de. 
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Wegen der Stetigkeit der Integranden folgt nach dem Hauptsatz für e — 0 


0 < (G FE, ulE),u(E))C) für alle GER”. 


Durch einseitigen Grenzübergang &£— x gegen die Knickstellen x € ]a, $[ von 
u folgt die Behauptung. 














(b) Die Weierstraßsche Exzessfunktion Wr ist definiert durch 
Wr(z,y, 21, 22) = F(x,y, 22) zu; F(z,y,2zı) ze Fz(x,y; zı) (z2 m zı) ’ 

vgl. 1.1. 

Die notwendige Bedingung von Weierstraß (WEIERSTRASS um 1875). 

Ist u eine schwache lokale Minimumstellevon F:V>R, so gilt 


Wr(z,u(2),w(c+),z) > 0, 





falls x € ]a,8| und (z,u(x),z) € Or. 


Dies folgt aus (a) mit Hilfe von 1.1, da für jedes feste x € [a,8] die Menge 
{z | (x,u(x2),z) € Or} nach Voraussetzung konvex ist. 


BEMERKUNGEN. Die notwendigen Bedingungen von Legendre und Weierstraß 
sind eher von problemgeschichtlicher Bedeutung. Sie zeigen, dass u € V nur 
dann eine lokale Minimumstelle von 7 :YV — R sein kann, wenn der Inte- 
grand längs des 1-Graphen von u bezüglich der z-Variablen konvex ist. Es liegt 
nahe, zur Aufstellung hinreichender Bedingungen an Stelle der Konvexität die 
strenge Konvexität zu verlangen. Diese ist bei elliptischen Problemen nach dem 
Zusatz zu 1.1 gegeben; die Bedingungen (a),(b) sind also nur für nichtelliptische 
Probleme von Interesse. 


2 Die Bedingung von Jacobi für lokale Minima 
2.1 Jacobi-Felder und konjugierte Stellen 


Im Folgenden stützen wir uns auf die Ergebnisse der Theorie gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen (Existenz, Eindeutigkeit und Differenzierbarkeitseigenschaf- 
ten der Lösung, Bd.2, 82, Abschnitte 2 und 5). 


(a) Unter den Voraussetzungen 1.2 betrachten wir eine Extremale u € V, wel- 
che die strenge Legendre-Bedingung 


(*)  Faz(x,u(x),u(x)) > 0 


für x € [a,ß] erfüllt. 


u: [a,8] — R” lässt sich unter Erhaltung von (x) zu einer Extremalen auf 
ein größeres offenes Intervall / fortsetzen. Denn aus (x) folgt Fzz > 0 in einer 
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Umgebung des 1-Graphen von u : [a,ß8] — R’”, somit sind dort die Euler- 
Gleichungen nach 82:6.2 (b) äquivalent zu einem expliziten System von Diffe- 
rentialgleichungen 1. Ordnung, deren maximale Lösung auf einem offenen In- 
tervall definiert ist. 


Aus dem lokalen Regularitätssatz 82:3.4(b) folgt die C*-Differenzierbarkeit 
der Fortsetzung u: I—> R”. 


Die zweite Variation von F an der StelleueV, 
per s°Flu)p auf 6V = PCy(la, B]), 


stellt ebenfalls ein Variationsintegral G(p) dar. Nach 82:1.2(c) hat dieses die 
Gestalt 


GP) = PFlu)p = [ (pP, Po’) + Ke',Qp) + (Rp) da 


Ru Pu 


= (Pix Pipr + 2Qir Pipr + Rik pipr) dx 
‚k=1 


1 


mit den Matrizen 
P(x) := Fzz(x, u(x),u 
Q2) := Fay(a,u(z),u’(z)), 
Rz) := Fyy(@, u(e), u’(2)). 


S 
nn 
8 
— 
— 


Nach Voraussetzung sind deren Koeflizienten P;r, Qir, Rir jeweils C!-differen- 
zierbar; P, R sind symmetrisch, und P ist positiv definit. 


Die Euler-Gleichungen für 2G(p) = 45°F(u)p heißen Jacobi-Gleichungen 


2 
längs u und deren Lösungen Jacobi-Felder längs u. Die Jacobi-Gleichungen 
bilden ein lineares DG-System zweiter Ordnung 


(Pp' +Qp)' = Q’p'+Rp. 





Satz. Sei us: I > R” für |s| <1 eine Schar von Extremalen von F mit 
uo = u, die C?-differenzierbar von s und x abhängt. 


Dann ist 9: I— TR” mit 








dus 2 
p(x) = Ds (@)|,_. für zelI 
ein Jacobi-Feld von F längs u. 
Der BEWEIS ergibt sich unter Verwendung von > = ea daraus, dass die 


Euler-Gleichungen für u; durch Ableiten nach s an der Stelle s = 0 die Jacobi- 
Gleichungen liefern [öA]. Daher stellt das System der Jacobi-Gleichungen die 
Linearisierung des Systems der Euler-Gleichungen dar (vgl. Bd. 2, 82:7.5). 
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(b) SArz. 


(1) Die Jacobi-Gleichungen längs u haben zu gegebenen Anfangswerten 


pe) =. FÜ) Pı 


(EE I, p9,pı ER”) genau eine auf I definierte Lösung Y. 


(2) Die Lösung x > p(x,&,P,%Yı) des Anfangswertproblems (1) hängt C'- 
differenzierbar von sämtlichen Variablen x,&, Po, Pı ab. 


(3) Ein nicht konstantes Jacobi-Feld besitzt auf jedem kompakten Intervall 
höchstens endlich viele Nullstellen. 


Hiernach hat der Vektorraum aller Jacobi-Felder von F längs u die Dimension 
2m, und der Teilraum der Jacobi-Felder p mit Yl(£) =0 ist m-dimensional. 


BEWEIS. 


Da nach Voraussetzung die Leitmatrix P der Jacobi-Gleichungen invertierbar 
ist, sind diese äquivalent zu einem expliziten System linearer DG zweiter Ord- 
nung p”" = A(z)p’ + B(x)p mit stetigen Koeffizientenmatrizen A(x), B(x). 
Nach Bd.2, 83:3.1 ist dieses äquivalent zu einem linearen DG-System erster 
Ordnung für 2 + (£(x),p’(x)) € R”” mit stetigen Koeffizienten. 


(1) und (2) ergeben sich aus der grundlegenden Theorie gewöhnlicher DG Bd. 2, 
82:6.7 und 82:7.1(b). (3) folgt wie in Bd.2, 84:2.5. m) 


(c) DEFINITION. 

Wir nennen &ne Imit&#/nein 
Paar längs u konjugierter Stel- 
len (konjugiertes Paar), wenn esein 
Jacobi-Feld % # 0 längs u gibt mit 


eld) = pn) = 0. 


Wir sagen auch, n ist längs u konju- 
giert zu E. E 7 








sV 


BEISPIEL. Das Variationsintegral 
ß 
Flo) = [u (2)? - kv(z)?) de 
0 


mit den Randbedingungen v(0) = v($) = 0 besitzt die Extremale u(x) = 0. Für 
die zweite Variation von F an der Stelle u = 0 ergibt sich 6?F(u)p = 2F(p) 
und als Jacobi-Gleichung längs u = 0 


eo’ +kp=0. 
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Die Lösung p mit @(0) = 0, g°(0) = 1 ist gegeben durch 
— sinvke für k>0, 
p(a) = x für k=0, 
Ir sinh V-kx für k<0. 


Im Fall k > 0 ist n= n/vVk eine zu € = 0 konjugierte Stelle längs u = 0, im 
Fall k<0 gibt es keine zu &=0 konjugierten Stellen. 


LEMMA. Seien P1,.::,Pom linear unabhängige Jacobi-Felder längs u. Ferner 
seien %1,...,%,, linear unabhängige Jacobi-Felder längs u mit »b,(E) =... = 
abm(£) = 0. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent: 


(1) n ist längs u konjugiert zu &, 


x Alm): PamM)\ _ 
SZ ee) u 


Die Determinanten werden dabei mit den Spaltenvektoren 4b, (n) bzw. N 
gebildet. 
Beweis als [A]. Beachten Sie die Bemerkung nach Satz 2.1 (b). 


(d) Sarz. Enthält das Intervall |, B] keine längs u zu @ konjugierte Stelle, 
so existiert ein größeres Intervall [x —e,8+e] C I, in welchem kein längs u 
konjugiertes Paar &,n mit |E-n| <e liegt. 


Enthält |, ß] kein längs u konjugiertes Paar, so gibt es ein größeres Intervall 
[a -8,ß+.] CI mit derselben Eigenschaft. 


BEWEIS. 
Sei&e/.Für j=1,...,2m betrachten wir die Jacobi-Felder p, mit 


ps, dr, END) =0 für j=l,...,m, 
pP, =0, AO) = für j=mH+l,...,2m. 


Die £1,.:.:,fom bilden nach Bd.2, 83:1.1 eine Basis des Vektorraums aller 
Jacobi-Felder längs u und hängen nach (b) C!-differenzierbar von x und € ab. 


Es gilt 
Y%,(2)= Ya): = [eite+ te - at. 


9,8) - = [ zer, +ta@-g))dt = (e-g)Yy,le). 
0 
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Hieraus folgt für 


=.de pı(®), u; Pom(%) 
D(a,8) := det ( 918); :-: » Pam(E) ) 


durch Subtraktion der (m + k)-ten Zeile von der k-ten (k=1,...,m) 


det ( 9,2) -P,(8) , :-- » Pam(X) — Pam(E) ) 


Dia, 8) Pıld) 3...» Pam(E) 


2m dl)... dam(®) BER _ g\2m Pr 
u Er pe lan a 


Nach dem vorhergehenden Lemma bilden &,x € I mit x # & genau dann ein 
längs u konjugiertes Paar, wenn d(x,&) = (x - &) ?"D(x,&) = 0 gilt. Weiter 
folgt unter Beachtung von (€) = p/(E) 


(8), ) Yam(E) 
ul 2 


0;::20),- ers en _ fe sm 
au (Ar ‚em, 0,...,0 ) = 
Damit ist d(x,&) stetig auf I x I. Ist also K C I x I eine kompakte Menge 
ohne Nullstellen von d, so gibt es eine > 0 mit (&,n) € I und d(&,n) #0, 


falls dist ((&,n), K) < e. Die Behauptungen des Satzes ergeben sich mit K = 
{a} x [a,] bzw. K = la, P] x la, Bl. 


48,8) 














2.2 Die Bedingungen von Jacobi und Clebsch 


(a) Die notwendige Bedingung von Jacobi (1837). Unter den Vorausset- 
zungen 1.2 sei ue VNC! (ja, 8], R”") eine schwache lokale Minimumstelle des 
Zweipunktproblems F:VY—R, die der strengen Legendre-Bedingung genügt, 


Fzz(2,u(x),u’(z)) > 0 für alleze [aß]. 


Dann enthält das offene Intervall |a,ß| weder eine zu a längs u konjugierte 
Stelle noch eine zu B längs u konjugierte Stelle noch ein konjugiertes Paar. 


(b) Sarz. Erfüllt eine Extremale u € V die strenge Legendre-Bedingung auf 
[@, 8] und enthält das abgeschlossene Intervall |a, 8] kein längs u konjugiertes 
Paar, so hat F an der Stelle u ein striktes schwaches lokales Minimum, 


Fu) <Ff(v) für veD(F) mit vZu und |v-ulcı <1. 
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Da wir in 3.4 ein hinreichendes Kriterium für starke lokale Minima unter nur 
unwesentlich strengeren Voraussetzungen beweisen, verzichten wir auf den Be- 
weis von (b), der auf JacoBı (1837 für m = 1) und CLEBSCH (1858 für m > 2) 
zurückgeht; siehe MORSE [11] 1.7. 


BEWEIS von (a). 
Wir zeigen die erste Behauptung; die beiden anderen folgen ganz analog. 


(i) Nach der lokalen Version des Regularitätssatzes 8$2:3.4(b) ist u eine C’- 
differenzierbare Extremale. 

Für jeden Variationsvektor p € 6V = PCi([a,ß], R”) und u, := u+ sp gilt 
us - ullcı = |s| - ||Pl|cı < 1 und somit F(u) < F(u;) für |s| «1. Es folgt 


2 


d 
9’F(u)p = 75 Fu + so), >0. 


(ii) Angenommen, es existiert eine zu 
a längs u konjugierte Stelle n € ja, ß], 
d.h. es gibt ein Jacobi-Feld & # 0 längs 
u mit d(a) = ıb(n) = 0. Für die Kurve 
p € PCi (la, 8], R’”) mit 


p 
x) für ze la,nl, 
ae, eg ZT > 


für x € [n, Bl = rg 





gilt dann mit den Bezeichnungen von 1.2 


®Fu)p = [ ((Pe' +Qp,E') + (Q’r' + Rp, p)) de 


((Pp’ + Qp,') + (Q’p’ + Rab, b)) de = 0; 


Rs Rom 


die letzte Gleichheit ergibt sich dabei durch partielle Integration des ersten 
Terms aus den Jacobi-Gleichungen 1.2 (a) für ı. 


Damit ist 9 nach Teil (a) eine Minimumstelle der zweiten Variation 6? F(u) : 
öV — R und somit C?-differenzierbar nach dem Regularitätssatz $2:3.4 (a). 
Dies bedeutet insbesondere 





%»(n) = E(n-) = p’(n+) =0, Yin) =0. 


Nach dem Eindeutigkeitssatz für Jacobi-Felder (1.2 (b), Satz (1)) folgt d = 0, 
was ein Widerspruch ist. 
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3 Hinreichende Bedingungen für lokale Minima 


Der Nachweis der starken lokalen Minimumeigenschaft einer gegebenen Extre- 
malen uo des in 1.2 formulierten Zweipunktproblems 7 :V — R erfolgt mit 
Hilfe der Feldtheorie. Hierbei wird die Extremale ug in eine Schar von Ex- 
tremalen eingebettet, die zusammen mit einer transversalen Hyperflächenschar 
ein krummliniges Koordinatensystem bilden, mit dessen Hilfe sich nachweisen 
lässt, dass jede von uo verschiedene, benachbarte Vergleichskurve aus V das 
Variationsintegral 7 im Vergleich mit uo vergrößert. 


Die Feldtheorie hat ihren Ursprung in der geometrischen Optik. Dort werden 
in analoger Weise Bündel von Lichtstrahlen und zu diesen transversale Wellen- 
fronten betrachtet, siehe 85:3. 


Feldkonstruktionen können auch für allgemeinere Variationsprobleme ausge- 
führt werden, z.B. für Probleme mit beweglichen Endpunkten (siehe MORSE 
[11]) und für mehrdimensionale Variationsprobleme (siehe GIAQUINTA-HILDE- 
BRANDT [7, II], KLÖTZLER [10], CARATHEODORY [3]). 


3.1 Der Grundgedanke der Feldtheorie 


Wir stützen uns im Folgenden auf die in 2.1 genannten Sätze über gewöhnliche 
Differentialgleichungen und verwenden die Hamilton-Gleichungen 82:6. 


Gegenstand dieses Abschnitts ist das Zweipunktproblem 1.2 für 
B 
FR) Fear: 


Da beim starken Minimumproblem den Ableitungen der Vergleichskurven ve V 
keine Beschränkungen auferlegt sind, nehmen wir von vornherein an, dass der 
Definitionsbereich des C°-Integranden F ein Zylindergebiet 


Or =D2xR” 


mit einem Gebiet N C R”*! ist und verlangen statt der strengen Legendre- 
Bedingung die Elliptizität 


Faa(2,y,2) > 0 für (z,y)J)END undzeR”. 


Unter einem Feld auf einem einfachen Teilgebiet No C N (Bd.1, $24:5.3) 
verstehen wir einen C?-Diffeomorphismus zwischen einem Zylinder ]a,b[ x A 
und No der Gestalt 


(z,c) > Ulx,c) = (z,u(z,c)) für (z,c) € ]Ja,b|x A, 


wobei A C RR” ein Gebiet ist. Die Kurven x > u(z,c) (definiert auf Teilin- 
tervallen von ]a,b[) heißen Feldkurven. Durch jeden Punkt (£,n) € No geht 
wegen Bijektivität von U genau eine Feldkurve, genauer, es gibt ein eindeutig 
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bestimmtes c € A mit n = u(&,c). Wir sprechen von einem Extremalenfeld 
von F, wenn alle Feldkurven Extremalen von 7 sind. 


Die Feldfunktion des Feldes ist definiert durch 
A:ßo—R”, A:= woUn! mit ’:= d/öx; 
es gilt also 
u(x,c) = A(z,u(x,c)) für jedes (x,c) € ]a,b[x A, 
d.h. jede Feldkurve ist Lösung der DG 
y' = Ala,y). 
Umgekehrt ist jede maximale Lösung v : 1 — R’” dieser DG eine Feldkurve. 
Denn für v($)=n ist das AWP 
y=Aay), y)=n 


eindeutig lösbar und wird durch die Feldkurve mit u(£,c) =n gelöst. 
Die Graphen der Feldkurven sind also 


genau die Integralkurven des Vektorfel- 


Ay 
des 


(,y) > (1Ala,y)). 


Der Grundgedanke der Feldtheorie für 
den Nachweis der starken lokalen Mi- 
nimumeigenschaft einer gegebenen Ex- 
tremalen vo €V von F:V-R be- 
steht in der Konstruktion eines Extre- 
malenfeldes mit Feldfunktion A, wel- 


ches uo als Feldkurve enthält, und ei- 
ner Zerlegung des Variationsintegrals 


F=Wıa + Ha > 
x 


Do 








mit folgenden Eigenschaften: 


(a) Wa ist „positiv definit bezüglich der Feldkurven“, d.h. für jede Kurve v 
gilt 


Wa(v) >20, 
mit Gleichheit genau dann, wenn v Feldkurve ist, 


(b) Ha ist wegunabhängig, d.h. für jede Kurve v hängt Hı(v) ist nur von den 
Endpunkten (a, v(a)), (ßB,v(ß)) ab. 
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Ist ein Feld mit den Eigenschaften (a) und (b) gefunden, so ergibt sich die lokale 
Minimumeigenschaft von uo unmittelbar. Denn für jede Vergleichskurve ve V 
mit v # uo und ||v — uo||co 1 liegt der Graph in No, und daher gilt 


Wa(v) > 0 = Wa(uo), 

weil uo Feldkurve ist und durch (a, uo(«)) nur eine Feldkurve geht, sowie 
Halv) = Haluo), 

weil die Endpunkte übereinstimmen. 

Hieraus folgt 


Fi) = Walv)+Halv) > Wa(uo) +Ha(uo) = F(uo). 


Zu gegebenem Feld mit Feldfunktion A auf Ro C D legen wir das Integral Wa 
fest durch 


dabei ist 
Wr(z,y,zı,22) = F(x,y,Z2) - F(x,y,zı) - Fz(x2,y,zı) (za — Zı) 
die Weierstraßsche Exzessfunktion von z+> F(x,y,z). 
Wegen Fzz > O ist z > F(x,y,z) nach dem Zusatz zu 1.1 für jede Stelle 
(z,y) € 2 streng konvex, und es gilt 
Wr(z,y,A(z,y),z) > 0 mit Gleichheit nur für z=A(x,y). 


Es folgt Wa(v) > 0 für alle ve D(F), und aus WıA(v) = 0 folgt v’(z) = 
A(x,v(x)) zunächst für alle Stetigkeitsstellen x von v’. Da aber die rechte Seite 
stetig ist, gilt diese DG für alle x € [a, $]. Nach den Ausführungen oben muss 
v dann eine Feldkurve sein. Umgekehrt ist Wa(v) = 0 für jede Feldkurve v. 


Mit dieser Festlegung von Wa ist also die Eigenschaft (a) gesichert. Des Wei- 
teren ist hiermit auch das Integral Ha bestimmt: 


Halv) = Flv) = Walv) 


ß 
f {F(z,v, v’)-Wr(z2,v,A(z,v),v’) } dx 


ß 
R {F(z,v, A(x,v))+ F(z,v, A(x,v)) (v’ — A(z,v))} de. 


Wir nennen Wa das Weierstraß-Integral und Ha das Hilbert-Integral 
zum Feld U mit Feldfunktion A. 
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Das Feld U heißt Mayer-Feld für 7, wenn das Hilbert-Integral wegunabhängig 
ist, d.h. wenn auch die Forderung (b) erfüllt ist. 


Wir fassen die vorangehenden Überlegungen zusammen: 


Satz. Ist eine auf |a, 8] definierte Extremale uo € V in ein Mayer-Feld ein- 
gebettet, d.h. gibt es ein Mayer-Feld auf einem einfachen Gebiet No C N, für 
das uo : [@,8] > R’”” eine Feldkurve ist, so gilt 


Fluo) <F(v) für alleveV mitv#w 


und (z,v(z))E No für ze [a,ß]. 

Die letzte Bedingung ist für ||v — uo||co K 1 erfüllt, also ist uo eine starke 
lokale Minimumstellevon F:VY-R im strikten Sinn. 

Im Fall %o=N gilt sogar F(uo) <F(v) für all veV mitvZ£uw. 

Im Folgenden geht es zunächst um die Charakterisierungen von Mayer-Feldern 
durch die Existenz eines Eikonals bzw. durch Integrabilitätsbedingungen sowie 
um die Konstruktion von Mayer-Feldern. Auf dieser Grundlage zeigen wir, dass 
sich eine Extremale in ein Mayer-Feld einbetten lässt, falls [«, 8] keine längs uo 
zu «& konjugierte Stelle enthält. 


BEMERKUNG. Die länglichen Rechnungen in 3.2 und 3.3 lassen sich mit Hilfe 
des Differentialformenkalküls (88:5.2) in eine etwas kürzere Form bringen. 


3.2 Das Fundamentallemma für Mayer-Felder 


Wir beschreiben im Folgenden die Extremalen durch die Hamiltonschen Glei- 
chungen 82:6. Gemäß der Bemerkung in $2:3.3(b) stellen wir auch hier die 
Elemente des Dualraums von R’” durch Vektoren des R’” dar. 


Nach 82:6.2 (a), (d) ist die Legendre-Transformation von F', 
Or >09, y;2) > (,y,P) = (2,y, VaF(2,y,2)), 

ein C?-Diffeomorphismus, und die Hamiltonfunktion ist gegeben durch 
H:0n oR, (a,,7,2) > H(z,y,p) = (P,2) - F(a,y,2), 


wobei z durch Anwendung der inversen Legendre-Transformation aus (xz,y,P) 
zu bestimmen ist. Mit F ist auch H eine C°-Funktion; die Variablen von H 
bezeichnen wir mit 


(2,y,P) = (,yı, rg » Ym, Pl, Er ‚Pm) € 9771 . 
Jedem Feld mit Feldfunktion A : Ro — R’”” ordnen wir die duale Feldfunk- 


tion 


B:M-R”, (2,9) > VzF(2,y,A(z,y)) 


3 Hinreichende Bedingungen für lokale Minima 77 


zu. Nach 82:6.2 (a) liefert die inverse Legendre-Transformation 
A(z,y) = VpH(2,y,B(a,y)). 

Nach Definition von H und B ist 
H(x,v,B(x,v)) = (B(x,v),A(z,v)) — F(x,v,A(x,v)). 


Damit ergibt sich für das Hilbert-Integral des Feldes die Darstellung 


Bß 
Hı(v) = S {(B(z, v(2)), v’(2)) — H(z,v(2),B(x,v(x))) }) de 


ie 


2 B;(z,v(x)) vi(x) — H(x,v(x), B(x,v(x))) } de. 


Wir charakterisieren jetzt die Wegunabhängigkeit des Hilbert-Integrals durch 
Bedingungen an den Integranden entsprechend dem Hauptsatz für vektorielle 
Kurvenintegrale Bd.1, 8$24:5. Hierzu fassen wir das Hilbert-Integral als vek- 
torielles Wegintegral für Kurven x + (z,v(x)) € R”*! in Graphengestalt auf, 
haben es also mit einem Vektorfeld auf No C R”*+! zu tun, bestehend aus den 
m-+1 Komponenten 


Bo(z,y), Bı(&,yY),--., Bm(&,y), 
mit 
Bo(x,y) — — H(x,y,B(x,y)); B(z,y) I (Bı(&,y),..., Bm(2,y)). 


Hiermit ergibt sich das 

Fundamentallemma für Mayer-Felder. 

Für jedes Feld U für F auf No sind die folgenden Aussagen äquivalent: 
(1) U ist ein Mayer-Feld. 

(2) Es existiert eine C?-Funktion S auf Qo mit 


85 88 


2, ey) = — H(z,y,B(x,y)), Er = Bi(x,y) (i = 1,...,m). 


(3) Es gelten die Integrabilitätsbedingungen auf No: 











OB; öBo _ a 
Dr Im, 0 G@=1l,...,m), 
OB: OBr _ 








OyYyr yi 
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BEMERKUNG. Die in der Definition der Feldfunktion vorausgesetzte Einfachheit 
des Gebiets No wird nur benötigt, um (1) und (2) aus (3) zu folgern. 


Jede Stammfunktion $ des Integranden des Hilbert-Integrals wird ein Eikonal 
des Mayer-Feldes genannt; für diese gilt also 


Halv) = S(B,v(ß)) = S(a,v(a)) 
für jede Kurve v: [a,ß] > R” mit (z,v(z))E€ 0%o für x € [a, ß). 


FOLGERUNG. Eine C?-Funktion S auf Do ist ein Eikonal eines Mayer-Feldes 
für F genau dann, wenn sie der Hamilton-Jacobi-Gleichung 


85 
5a y) + Hay, WSta,y)) = 0 auf 9 


genügt. 


Beweis als [GA]. 


3.3 Beziehungen zwischen Mayer-Feldern und Extremalenfeldern 


(a) Ist 2 u(x) = u(x,c) eine Feldkurve, so bezeichnen wir den zugeordneten 
Impuls mit 


x +> plz) =p(z,c) = %F(x,u(x),u’(x)), 





und nennen x > (u(x),p(x)) die erweiterte Feldkurve. 


Die folgenden Formeln stellen die Verbindung zwischen Mayer-Feldern und Ex- 
tremalenfeldern her: 


LEMMA. Sei A die Feldfunktion und B die duale Feldfunktion eines Feldes. 
Dann gilt für jede erweiterte Feldkurve x > (u(x),p(xz)) und für i=1,...,m 


we) - Ba 1 En 


Pi(2) + >— (2, u(2), plz) 


OB; OB (OB; OBr ’ 
- (euer) + I (E-e) euer). 








BEWEIS. 


Für die erweiterte Feldkurve (u,p) einer Feldkurve u gilt 


p(z) = %F(x,u(x),u'(x)) = VF(x,u(x), A(x,u(x))) = B(z,u(z)). 
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Zusammen mit der Beziehung A(z,y) = VpH(xz,y,B(x,y)) von 3.2 ergibt sich 
die erste Gruppe der oben formulierten Gleichungen, 


u‘(2) = A(z,u(2)) = WH(z,u(2),B(z,u())) = VpH(z,u(z),p(@))- 
Aus —- Bo(x) = H(x,y,B(x,y)) folgt 


_ 2 (z,y) = an a) 

















OH — OH | OBr. 

=, ey Ba,y)) + > er Be) er 
OH — 

=, ey Ba,y)) + am (2, y) ur(®), 


woraus wir die zweite Gleichungsgruppe erhalten: 








pila) + Ga ule).ple)) = Z[Bilerute))] + Ge ule).ple)) 




















= FE (,u(e)) + > Zu eule))uhle) + Zw ule).ple)) 
OB; 9Bo z OB; OB; ’ 
_ ec ER - )(@ute) + ı (& - (eu). 


Hieraus ergibt sich der 
SATZ. (1) Jedes Mayer-Feld ist ein Extremalenfeld. 
(2) Ein Extremalenfeld ist ein Mayer-Feld, wenn die Bedingungen 


OB; _ OB. 
Oyr u oyi 








für i#k erfüllt sind. 


FOLGERUNG. Für m =1 ist jedes Extremalenfeld ein Mayer-Feld. 


Eine Anwendung der Folgerung wird in 3.7 gegeben. 


BEWEIS. 


(1) Nach dem Fundamentallemma in 3.2 sind Mayer-Felder gekennzeichnet 

durch die Integrabilitätsbedingungen 
OB; 8Bo _ öB;  OBk 
0x yi = . Oyr oyi 














= (0 für ,k=1,...,m 
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Nach dem vorhergehenden Lemma erfüllen die Feldkurven eines Mayer-Feldes 
die Hamilton-Gleichungen, sind also nach 82:6.2 (b) Extremalen. 


(2) Sei U ein Extremalenfeld auf No, dessen duale Feldfunktion B die Bedin- 
gungen 

OB; _ OBr (i,k=1,...,m) 

Oyr oyi 
erfüllt. Da jede Feldkurve u eine Extremale ist, erfüllen u und der zugeordne- 
te Impuls p die Hamilton-Gleichungen. Mit dem Lemma oben ergibt sich die 


Beziehung 
Fo OH _[9B:ı _ 9Bo 
0 = Dia) + Z,(@ulz),ple)) = & Pr \euta) 





längs jeder Feldkurve u. Da jeder Punkt von 00 Anfangspunkt einer Feldkurve 
ist, folgt die nach dem Fundamentallemma noch fehlende Bedingung für ein 
Mayer-Feld 

9a = 036 in Do für =1,...,m. 


0x oyi 




















(b) Mit Hilfe der Aussage (2) des vorigen Satzes können wir ein einfaches geo- 
metrisches Kriterium dafür angeben, dass ein Extremalenfeld ein Mayer-Feld 
ist. 

Wir nennen ein Extremalenfeld 


U:]Jab[x A — 9% AY 


stigmatisch, wenn es einen Knoten- 
punkt besitzt, worunter wir folgendes 
verstehen: 

(i) Jede Feldkurve 2 > u(x,c) lässt 
sich zu einer Extremalen auf das Inter- 
vallla-e,bl (0 <e<1) fortsetzen, 
(ii) es gibt eine Stelle &e Ja - e,al, so 
dass ce > u(&,c) konstant ist, 

(ii) U lässt sich zu einer C?-Abbil- 

dung auf Ja-e,b[ x A fortsetzen und aiz 1 + A = 
ist auf ]J&,d| x A ein C?-Diffeomorphis- 

mus. 








Die durch Fortsetzung auf Ja-e,b[ x A entstehende Abbildung U ist wegen 
des Knotenpunktes kein Feld mehr; wir sprechen von einem stigmatischen 
Extremalenbündel. 
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Ein Beispiel für ein stigmatisches Ex- 
tremalenfeld diskutierte Johann BER- 
NOULLI 1697 im Zusammenhang mit 
seiner an der Optik orientierten Lö- 
sung des Problems der Brachisto- N 
chrone (vgl. 82:2.3). Die in dieser 
Betrachtungsweise liegenden Möglich- 
keiten wurden seinerzeit nicht verfolgt, 
und die Idee geriet in Vergessenheit, 
bis sie 1827 von HAMILTON neu ent- 
deckt wurde. 








<=Y 























Die Figur zeigt das Bündel der Zykloi- 
denbögen zusammen mit der Orthogo- 
nalschar von Kurven gleicher Fallzeit, 
d.h. gleichen Eikonals S, vgl. 3.2. ve 





Ein Mayer-Feld-Kriterium (HILBERT 1900). Jedes stigmatische Extrema- 
lenfeld ist ein Mayer-Feld. 


Der Beweis beruht auf dem 

Lemma von Lagrange (LAGRANGE 1808). Sei U: ]ao,bo|x A— R”*! ein 

Extremalenbündel von F, d.h. eine C?-differenzierbare Abbildung der Gestalt 
U(z,c) = (x,u(x,c)), 


für welche jede Kurve x > u(x,c) ein Extremale ist, d.h. zusammen mit dem 
Impuls 2 > p(x,c) = V,F(x,u(z,c),u’(x,c)) den Hamilton-Gleichungen von 
F genügt. 


Dann sind die Lagrange-Klammern 
Ju — Opi ui Opi ui 
[ca, eg] := ı (3 er ze) 


für jedes c€ A von x unabhängig. 


BEWEIS des Satzes von Hilbert. 


Für das auf Ja- e,b[| x A fortgesetzte Extremalenbündel ist e > u(&,c) kon- 
stant, somit gilt [ca,cel(&,c) = 0 für alle c, und nach dem Lagrange-Lemma 
auch [ca,cs](x,c) =0 für alle (z,c) € Ja,b[x A undalle a, ß. 


Aus 
p(z,c) = Fz(z,u(z,c),uw(x,c)) 


= F(x,u(x,c), A(z,u(xz,c))) = B(x,u(z,c)) 
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folgt 








OD n ya 
De =», N ec) 
und daher für alle «, 8 


— (öB du ou 
0 = [ea,cal(2,e) = >: Se (ut) no ed. 


ik=l 





Dies ist für jedes (xz,c) ein System von Gleichungen (ba, Ab3) = 0 ( 
1,...,m), wobei A die Einträge air = (IBr/öyi — OB; /Oyr)(Ulx,c)) h 
die Vektoren 


wegen der Diffeomorphieeigenschaft von (x,c) > U(z,c) = (x, u(x,c)) für jedes 
(z,c) € ]a, 8x A linear unabhängig sind. Es folgt air = 9Br /öyi: -OB;/Oyr = 0 
auf No und somit nach (a) die Mayer-Feld-Eigenschaft. 














BEweEIS des Lagrange-Lemmas. 


Aus den Hamilton-Gleichungen 














du; = OH 

or (x, c) = pi (2, u(z,e),p(x;c)), 
Opi Ze OH 

ne) = - 7, (m ule,c),p(e,0)) 


ergibt sich für den ersten Summanden der Lagrange-Klammer [c«,cs] 


I m dw pp u , m On 
0x > Ica dc > u Öcs = ca 9x dcg 


i=1 
































D > Ppı ou | Im an 
= — \ ca dx ca ca Ice dx 


i=1l 


7/8 u Mm 9 [OH 
> (u net en) 


i=1l 
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Mu Ö®H [0) ui 
> 1-3.) 4 (5 
al 5 Fr Ice Ipr Iyi Oca ) Oca 
pi ö&®H 0) &®H 10) 
+ Gi 4 ) 
ca \ Oyr Ipi Oca Opr Opi Öca 


u 5 OH Op Op _ PH, ) du dur 
u pr dpi“ Ic Ic Im ca Ic 


i,k=1 





























Dieser Ausdruck ist symmetrisch in a, , daher folgt mit der Schiefsymmetri 
der Lagrange-Klammern in «a, 8 die Behauptung & [ea, cs] = 0. 


(0) 














Mayer-Felder wurden von BELTRAMI 1868, ZERMELO 1894, A. KNESER 1898, 
A. MAYER 1903 und CARATHEODORY 1904-1935 untersucht. 


3.4 Hinreichende Bedingungen für starke lokale Minima 
(a) SATz. Sei F elliptisch und C°-differenzierbar auf Or =Qx R”, und es 
sei uo : [u,ß] > R” eine Extremale von F:V — R. Enthält das Inter- 


vall ]&,ß] keine längs uo zu & konjugierte Stelle, so ist uo eine starke lokale 
Minimumstelle vn F:VY->R im strikten Sinn, d.h. es gilt 


Fluo) < F(v) 
für alle veV mit |v— uollco <1 und vZu. 
Dieser Hauptsatz der klassischen Variationsrechnung stammt für m = 1 von 


WEIERSTRASS (vorgestellt in seinen Berliner Vorlesungen zwischen 1875 und 
1882, aber nicht in Journalen veröffentlicht) und für m > 1 von HILBERT 1900. 


(b) ForgErunc. Ist FE C’Nx R”) elliptisch, so liefert jede Extremale 
u:I— R” nach Einschränkung auf ein genügend kleines Intervall |a, 8) CI 
ein striktes starkes lokales Minimum von 


ß 
F(v) = [ F(a,v,v’)da 


in der Klasse aller PC! -Vergleichskurven. auf |, 8] mit v(c) = u(a), v(ß) = 
u(ß). 

Denn nach 2.1(b) enthält jedes Intervall [a,y] C I höchstens endlich viele zu 
a längs u konjugierte Stellen, also gibt es ein 8 € ]a,yl, so dass [«@,ß] kein 
konjugiertes Paar enthält. 


Auf die Bedeutung dieses Satzes für das Hamiltonsche Prinzips in der Punkt- 
mechanik gehen wir in 3.6 ein. 
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Der BEWEIS ergibt sich aus den folgenden beiden Sätzen, von denen der erste 
in 3.1 bewiesen wurde. 


(c) Sarz. Lässt sich unter den Voraussetzungen (a) eine Extremale un € V 
des Variationsfunktionals F :V — R in ein Mayer-Feld einbetten, so nimmt 
F:V-Roan der Stelle uo ein striktes starkes lokales Minimum an. 


(d) Einbettungssatz. Unter den Voraussetzungen (a) lässt sich die Extremale 
uo in ein Mayer-Feld auf einer einfachen Umgebung No C N des Graphen 
{(z,uo(z)) | x € [@, 8]} von uo einbetten. 

(e) BEWEIS des Einbettungssatzes. 


Der Beweis besteht darin, uo als Extremale um ein Stück nach links zu verlän- 
gern, und ein Extremalenbündel durch den Endpunkt der Verlängerung zu 
konstruieren. Nach dem Kriterium 3.3 (b) liefert dieses stigmatische Extrema- 
lenbündel dann ein Mayer-Feld. 


(i) Konstruktion eines stigmatischen Extremalenbündels. Nach 2.1 (a), (d) kön- 
nen wir uo : [u,$] > R’”" als Extremale auf ein Intervall [« — 2€,8 +] mit 
e > 0 fortsetzen, so dass dieses keine zu &=«a- 2e längs uo konjugierte Stelle 
x #& enthält. Wir setzen 


n := uo(£), co := w(E), 
und konstruieren ein Extremalenbündel mit dem Knotenpunkt (&£,n) wie folgt: 


Für ce R” sei x > u(z,c) die maximal definierte Lösung der Euler-Glei- 
chungen von F' mit den Anfangswerten 


u(&,c) =n, u(&c) =c. 
Es gilt dann 

uo(z) = u(z,co) für alle ze [&,ß+e]. 
Die Abbildung 

(z,c) > U(z,c) := (z,u(x,c)) 
ist auf einer Umgebung der Strecke 

&8+e] x {co} C R”*! 


definiert und C?-differenzierbar. Das ergibt sich aus dem Differenzierbarkeits- 
satz für die Lösungen von Anfangswertproblemen Bd.2, 82:7.1(a), (d) durch 
Anwendung auf das zu den Euler-Gleichungen äquivalente System der Hamil- 
ton-Gleichungen, vgl. 82:6.2 (b). Deren rechte Seite ist C?-differenzierbar, denn 
mit F ist auch die Hamilton-Funktion C?-differenzierbar, so dass die dort ge- 
forderten Standardvoraussetzungen mit k =1 erfüllt sind. 
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(i) U ist ein Mayer-Feld. Zu zeigen bleibt, dass U nach Einschränkung auf 
einen Zylinder Zo = ]a,b[ x A ein C?-Diffeomorphismus zwischen Zo und einer 
einfachen Umgebung ®o des Graphen von uno ist, vgl. 3.1. 


Nach 2.1 (a) sind die Funktionen 


db: &B+EoR”, 2 IE (2,00) (@a=1,...,m) 


Jacobi-Felder längs uo mit 
dd) = 0, ı(E) = ea (a = 1,...,m). 


Da das Intervall ]&E,ß +8] nach Konstruktion keine zu & längs uo konjugierte 
Stelle enthält, gilt nach dem Lemma 2.1 (c) 














det(,(2),...,d„(2)) #0 füralle ve]&,ß+El. 
Hiernach folgt mit [a,b] := [a -e,ß+e] < ]&8 + e] 
1 6 8. 
I De, 2,0 
0x dcı Icm 
det(dU(x,co)) = : R 3 (2, co) 
um um ,, Um 
Ox Öcı Icm 
= det(Y,(2),...;d(2)) #09 für zela,b]. 


Nach dem Umkehrssatz (Bd. 1, 822:5.2) ist für jeden Punkt (x,co) mit x € [a,b] 
die Abbildung U, eingeschränkt auf eine hinreichend kleine Kugel um diesen 
Punkt, ein C?-Diffeomorphismus. Da die kompakte Strecke [a,b] x {co} von 
endlich vielen dieser Kugeln überdeckt wird, finden wir ein ö > 0, so dass der 
Zylinder Zo := Ja,b| x A mit A := Ks(co) in der Vereinigung dieser endlich 
vielen Kugeln liegt. 


Hieraus folgt, dass 
(2,c) > Ulx,e) = (2, u(z,c)) 


ein C?-Diffeomorphismus zwischen Zo und einem Gebiet No := U(Zo) CD ist, 
das den Graphen der Extremale uo : [a,ß] — R’”” enthält. Dieses ist einfach 
als Bild des einfachen Gebiets Zo = ]Ja,b| x Ks(co) unter U. Somit ist U ein 
Feld auf No und nach (i) ein Extremalenfeld, also ein Mayer-Feld auf Grund 
von 3.3 (b). 
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3.5 Minimaleigenschaften des Katenoids 
Nach 8 2:2.4 lassen sich in zwei koaxia- 

le Kreisringe mit Radius 1 und Abstand 

28 zwei Katenoide einspannen, deren 
Profilkurven ux : [-8, 8] — R gegeben k 











sind durch 
5 Bot : 
ur(®) =, 700 (k=1,2); 8+ SR 
hierbei ist vorauszusetzen, dass 
B<B := max [ - |s> 0} 
a cosh s j H— | > 
s2 50 5ı E 


Die Konstanten cr mit cı < & sind 
gegeben als die Lösungen der Gleichung 
c-cosh(ß/c) = 1. Also ist 

ern B mit sr u es = cosh sx. 

cosh s7. Ck Ck 

Zur Anwendung der notwendigen und hinreichenden Bedingungen für lokale 
Minima des Flächinhalts bestimmen wir die Lage der zu& = —ß längs ur 
konjugierten Stellen n relativ zum rechten Endpunkt 3. Die hierfür benötigten 
Jacobi-Felder längs ur, erhalten wir am einfachsten aus dem Extremalenbündel 
durch den Knotenpunkt A = (-ß,1) = (&,1) gemäß Satz 2.1 (a). 


Die Schar der Extremalen durch A ist 
gegeben durch k 


= cosh ((& = s— s) 


für s > 0. Denn nach 82:2.5 ist jede 
Extremale von der Form 


ulx) = c: cosh FE, 
c 





und die Bedingung 





1=u(£) = c:cosh som 
führt nach Ersetzung von c durch den 
Parameter s > 0 mit cosh s = 1/c auf 


&- 20 


1 
cosh s = - = cosh ——— , also 
c c 











Bi > 0 und daher ec B 
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ua) = — coch (E - 22-8) 








cosh s ce 
1 
Fan cosh (© — &) cosh s — s) =: ul, s). 


Nach 2.1 (a) erhalten wir Jacobi-Felder längs u, : 2 > u(x,s.) durch 


cr prle) = (2,54) (k=1,2). 


Mit a, := sinh s,/ cosh? sk > 0 ergibt sich unter Beachtung von —£ = ß sowie 
von cr - sinh sk = ar : cosh sx = ar/Crk = arsr/ß und von cr = ar coth 5% 


SkX 1 SKX SkX 
pr(X) = u (+0 ot) sinh - _ con , 


Daher ist pr (0) =-ar <0. Für x #0 erhalten wir 


ß ß 


mit d(s) :=s—- coths (s£0). 

Für s # 0 ist 6(-s) = -6(s), ferner ist & wegen d’(s) = coth?(s) > 0 in 
jedem der beiden Bereiche s < 0, s > 0 streng monoton steigend. Weiter gilt 
ö(+3s0) = 0, wobei so = 1.2 diejenige Stelle in R>o ist, an der die Ableitung 
von s/cosh s verschwindet ([üA], vgl. $2:2.5 (c)). Schließlich gilt 


pr(x) = ax - sinh FE. C (FF) + ste 





lim d(2) = -@, lim d(z) = m. 


z—0+ co 


Somit besitzt x > {d(sk2/B) + d(sr)} für x < 0 genau die Nullstelle & = —ß 
und für x > 0 genau eine Nullstelle 2. Hieraus folgt mit 9,(0) # 0, dass das 
Jacobi-Feld pr genau eine zu & längs u, konjugierte Stelle nk > 0 besitzt. Weiter 
gilt 


m<ß<m, 


denn wegen der strengen Monotonie von d und der Gleichung d(skk/B) = 
—6(sx) bestehen die Äquivalenzen 


m<B<m — dlsım/B) < 6lsı), &ls2) < d(ls2n2/B) 
> d(s2) <0O = d(so) <dls1) — 32 <<. 


Somit liefert das Katenoid mit der Profilkurve uı nach 2.2 kein schwaches lokales 
Minimum des Flächeninhalts und das Katenoid mit der Profilkurve ua nach 3.4 
ein starkes lokales Minimum. 
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Das zweite der vorangegangenen Bilder zeigt die Einbettung der Kettenlinie ua 
in ein Extremalenbündel mit Knotenpunkt 


(&1)=(-8,) 

für 8 = 0.6. 

Hiermit sind die Aussagen (iii) und (iv) 
in $2:2.5(d) bewiesen, wenn wir noch 
den Fall # = ßo einbeziehen. In diesem 
Fall ist cı = ca, und das Jacobi-Feld 
yı = pa längs un = un besitzt neben 
€ die Nullstelle yıı = na = PP. Somit 
ist u2 nach 3.2 keine schwache lokale u 
Minimumstelle. 


Zeigen Sie, dass für jedes Katenoid 
mit Profilkurve u die zu & konjugierte 
Stelle n durch die nebenstehend skiz- : ; 
zierte Tangentenkonstruktion gefunden E n 
werden kann (LINDELÖF 1861). 








3.6 Die Äquivalenz der beiden Versionen des Hamiltonschen Prinzips 
der Punktmechanik 


Gegeben sei die Lagrange-Funktion L eines mechanischen Systems von m Frei- 
heitsgraden, und es seien 


wi(q) = [L,aW)dt 


tı 


das zugehörige Wirkungsintegral längs einer C?-Kurve q: R> R” auf einem 
Zeitintervall / = [tı,ta]. Ferner sei Vr(q) die Vergleichsklasse aller C?-Kurven 
v:I>R” mit v(tı) = qltı), v(t2) = q(t2). 


Satz. Äquivalente Aussagen sind: 


(a) Die Kurve q genügt dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung: 
Für jedes hinreichend kleine Intervall I = [tı,t2] liefert q: 1 > R” ein starkes 
lokales Minimum für Wr in der Vergleichsklasse Vr(q). 


(b) Die Kurve q genügt dem Hamiltonschen Prinzip der stationären Wirkung: 
Für jedes to € R und jedes e>O gilt 


öWi(q) =0 für I= [to - &,to+el. 
(c) Die Kurve q erfüllt die Euler-Gleichungen der Lagrange-Funktion L. 


Die Aussagen (a)— (b)—> (c) folgen aus $2:1.3(a) und (b). Die Aussage 
(c)—> (a) ergibt sich aus dem Hauptsatz 3.4 (a) und (b). 
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Als BEISPIEL betrachten wir das Wirkungsintegral des mathematischen Pendels 
auf einem Zeitintervall / = [tı,t2] der Länge £ 
t2 
Wi(v) = R (3v/ (x)? + cos v(2)) da 
tı 
1 


mit der Lagrange-Funktion L(y,z) = 17? + cosy. Wegen 


L, = -siny, L=2z, Lxz =1, Ly =0, Ly = — cosy 
ist Z elliptisch und u = 0 ist eine Lösung der Eulergleichung 
vw +sinu=0 


mit den Randwerten u(tı) = u(t2) = 0. Die Jacobi-Gleichung längs u = 0 
lautet 2” + 9 = 0; die Lösungen mit dem Anfangswert o(tı) = 0 haben die 
Form yo(t) = c- sin(t-tı). Daher sind je zwei Zeitpunkte tı, tı + konjugiert 
längs u = 0. Für £< folgt Wı(v) > Wı(0) = £ für OZ ve PCältı,t2]; 
dagegen gibt es für £ > ein ve PCä[tı,t2] mit Wı(v) < Wr(0). 


3.7 Ein Extremalenfeld für den harmonischen Oszillator 
(a) Wir betrachten das Wirkungsintegral auf dem Intervall I =]«, B[ der Länge 
{=ß-a 
ß 
Fe) = 3 /[ (v? - k’v?) dx auf 


V= {ve Pc! [a, 8] | v(a)=a, v(8) = b} 


und setzen 0< kl <r voraus. Für den Integranden F(y,z) = 3(2°-k?y?) gilt 
F=1, Fy=0, Fyy = k?. Daher ist F elliptisch, und die Euler-Gleichung 
lautet 





VW +ku=0; 


dies ist gleichzeitig die Jacobi-Gleichung. Jede Lösung x Z 0 mit pla) = 0 
hat die Form y(x) = c: sin(k(z — a)) mit c # 0. Wegen kl < r hat diese 
keine Nullstelle in Ja, 8], d.h. [@, 8] enthält kein konjugiertes Paar längs jeder 
Extremalen. 


(b) Es gibt also genau eine Lösung u € V der Euler-Gleichung, gegeben durch 


“lm 


u(z) = (a -sin(k(B —- x)) + b- sin(k(& — a))) 


mit s:= sin(kl) >0. 
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Nach dem Hauptsatz 3.4 (a) folgt unmittelbar, dass F:V — Ran der Stelle 
u ein striktes starkes lokales Minimum annimmt. Wir wollen hier zu Demon- 
strationszwecken den Hauptsatz aber nicht bemühen und unmittelbar an die 
Folgerung in 3.3 (a) anknüpfen, indem wir u in ein (nicht stigmatisches) Extre- 
malenfeld einbetten und dessen Feldfunktion angeben. Hierzu setzen wir 


u(lz,c) := ulz)+c-sin(k(e-a+e)) füra-e<xz<ßH+e,ceR; 


dabei wählen wir e>Omit 2E<7-14. 

Durch U(z,c) = (z,u(z,c)) wird 90 := Ja-&,ß+e[x R bijektiv auf sich 
abgebildet. Wegen U”!(x,y) = (#, (y- u(z))/sin(k(e -a+ e))) erhalten wir 
die Feldfunktion 


Alz,y,c) = u(x) + k- cotg(k(x -— a +E)):- (y- ulx)). 


Nach 3.1 gilt W(u) < W(v) für alle v € V mit v Z u, denn U ist nach der 
Folgerung des Satzes 3.3 ein Mayer-Feld, und für alle v € V liegt der Graph in 
Do. 


(c) Nach (a) ist u = 0 die einzige Lösung der Euler-Gleichung mit Randwerten 
Null. Es folgt W(v) > 0 = W(0) für alle v € PC} [a, 8], solange k < /£. Durch 
Grenzübergang k — r/l erhalten wir so die scharfe Form der Poincare- 
Ungleichung 


ß 


3 ß 
fra de < (>) [ro dx für alle v € PCy [a, ß]. 


Tr 


Diese ist optimal, denn für v(x) = sin (3 (x — a)) gilt das Gleichheitszeichen. 
Wir geben dem Ergebnis die Gestalt: 
(d) Satz. Für V = PC) [a, ß] existiert 


ß ßB 1\2 
min] [oda | vev, [da=1} = (F) 
und das Minimum wird angenommen für vo(z) = Y3 sin (3(& _ a)) : 


Zeigen Sie: Ist v € V eine Lösung des isoperimetrischen Problems 


ß ß 
dr dx = min unter der Nebenbedingung f vde=1, 


a@ a& 





so gilt v=+tvo (vgl. 82:5.1). 
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1 Bewegungsgleichungen bei Zwangsbedingungen, 
Hamiltonsches Prinzip 


1.1 Die Newtonschen Gleichungen für freie Massenpunkte 


(a) Wir betrachten N Massenpunkte im Raum unter dem Einfluss eines Kraft- 
feldes mit einem (möglicherweise zeitabhängigen) Potential V. 


Die Koordinaten und Massen nummerieren wir wie folgt: Es seien 
%1,%2,x%3 die Koordinaten des ersten Teilchens mit Masse mı = ma = ms, 
%4,%5, ts die Koordinaten des zweiten Teilchens mit Masse ma = ms; = me, 
usw. 


Diese Koordinaten fassen wir zu einem Vektor x = (tı,...,t3n) € R’N zu- 
sammen. Vom Potential V(t,x) verlangen wir C?-Differenzierbarkeit auf einem 
Gebiet des R?"*+!. Dann lauten die Newtonschen Bewegungsgleichungen 


maka + daV(t,x(t)) =0 für @a=1,...,3N; 


dabei steht 9. V für dV/Oxa. Wir fassen diese 3N Gleichungen zu einer Vek- 
torgleichung zusammen: 


&)  m&(t) + VV(t,x()) = 0; 
hierbei ist m die Diagonalmatrix mit den Einträgen mı,..., man. 


(b) Die Gleichungen (x) sind die Euler-Gleichungen für das Wirkungsintegral 
3N 
W(x,]) = [{3% Masalt)? - V(t,x({t))}dt = [ L(t,x(t),x(t)) dt 
I a=1 I 


mit I = [tı,t2] und der auf OL =Nx R?N elliptischen Lagrange-Funktion 


1.2 Massenpunkte unter Zwangsbedingungen und das d’Alembertsche 
Prinzip 

(a) Wir betrachten nun N Massenpunkte, denen p <3N holonome Zwangs- 

bedingungen (constraints) 


Gı(t,x) =... = Gy(t,x) = 0, kurz G(t,x) = 0 
auferlegt sind, wobei die räumlichen Gradienten 


V.G1(t,%),... , VxGp(t,x) 
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an jeder Stelle (t,x) mit G(t,x) = 0 linear unabhängig sind. 
Zu jedem Zeitpunkt t ist dann die Constraintmannigfaltigkeit 
M(t) = {xe R”" | G(t,x) = 0} 


eine Lösungsmannigfaltigkeit im R?” 

der Dimension m =3N — p, d.h. M(t) 

lässt sich lokal durch m Parameter be- 

schreiben (Bd.1, 822:5.5). 

BEISPIELE: Ebenes Pendel: 
N=1p=2,m=1, 

ebenes Doppelpendel: 
N=2,p=4,m=2, 

Foucault-Pendel: 
N=1p=1,m=2. 


(b) Das d’Alembertsche Prinzip. 
Für das Einhalten der Zwangsbedin- 
gungen, d.h. das Verbleiben des Sy- 
stems auf M, wird eine Zwangskraft 
Fzwang verantwortlich gemacht. Die- 
se soll im Kräftegleichgewicht mit der 


Trägheitskraft Fıräg = —mX und der 
äußeren Kraft F= —V;,V stehen; 
Fzwang + Firäg +F= 0; ae 


daraus ergibt sich zum Zeitpunkt t 
Fzwang (t) — mx(t) + V.V(t, x(t)) . 


Das d’Alembertsche Prinzip besagt, dass diese Zwangskraft zu jedem Zeit- 
punkt t senkrecht ist zum Tangentialraum T%«,M(t) von M(t) im Punkt x({t): 


(+) mx(t) + VxV(t,x(t)) L Toy M(t), 
es gilt also 
(m&(t) + VV(t,x(t)),v) = 0 


für jeden Tangentialvektor v von M(t) im Punkt x(t). In der Physikliteratur 
werden diese Tangentenvektoren oft virtuelle Verrückungen genannt. 


Für den Gültigkeitsbereich des d’Alembertschen Prinzips über den Fall holono- 
mer Zwangsbedingungen hinaus und für Überlegungen zu seiner Rechtfertigung 
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verweisen wir auf LAnczos [18] Ch.IV. Wir beschränken uns auf eine Plausi- 
bilitätsbetrachtung für den Fall eines Massenpunkts, der an eine feste Fläche 
M CR? gebunden ist. Hierzu zerlegen wir die äußere Kraft F in die Normal- 
komponente Fı und eine Tangentialkomponente FT. Da die Beschleunigung 
stets tangential erfolgt, wird sie durch F-+ bewirkt: 


mx=Fr=F-F,, also FıL=-mxX+F = -F;wang - 





1.3 Vom d’Alembertschen zum Hamiltonschen Prinzip 


(a) Wir behandeln zunächst den Fall eines zeitunabhängigen Konfigurations- 
raums. Die Constraintmannigfaltigkeit M C R°” sei durch zeitunabhängige 
(skleronome) Bedingungen 


Gı(X) =... =G,(&%) = 0, kurz G(x) = 0 


gegeben, wobei die Gradienten der C?-Funktionen G; in jedem Punktxe M 
linear unabhängig sind. Dann ist der Konfigurationsraum M eine Lösungs- 
mannigfaltigkeit der Dimension m =3N — pim R?“, und nach Bd. 1, $22:5.4 
lässt sich M lokal durch m Parameter beschreiben; z.B. können wir m Koordina- 
ten von x (bezeichnet mit q1,...,gm) frei wählen und die übrigen Koordinaten 
vonx€ M durch diese ausdrücken. Damit lassen sich die Punkte von M lokal 
in der Form 


£(q1,:..,qm) = (9; :::» gm, %b(q;:::,qm)) 


mit einer injektiven C?-Abbildung % darstellen. Da die ersten m Zeilen der 
Jacobi-Matrix do die Einheitsmatrix Em bilden, hat dp den Rang m. 


Wir machen uns nun von dieser speziellen Form der Parametrisierung frei und 
betrachten beliebige Parametrisierungen, d.h. C?-Abbildungen 


p:R"IN-M, q=(A.,:::,4m) — (pılq),..-,gan(q)) 


mit folgenden Eigenschaften: 


fi) £:9-M ist bijektiv und stetig invertierbar. (Hierzu schränken wir M 
entsprechend ein.) 


(i) Die Jacobi-Matrix de(q) hat für jedes q aus der Koordinatenumgebung 
N den Rang m. Dann ist jede C”-Kurve auf M (r = 1,2) von der Form t > 
x(t) := yl(q(t)) mit einer eindeutig bestimmten C’-Kurve t > q(t) in der 
Koordinatenumgebung ®. Dies folgt aus dem Satz über implizite Funktionen. 


In diese Beschreibung des Konfigurationsraumes mittels Parametrisierungen 
lässt sich der Fall fehlender Zwangsbedingungen m = 3N einbeziehen. In 
diesem Fall ist % ein C?-Diffeomorphismus, d.h. eine C?-Koordinatentransfor- 
mation :0— M zwischen den Gebieten N und M des R°*. 
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(b) Wir gehen von der Lagrange-Funktion in kartesischen Koordinaten 
L(t, X, y) = 3 (y; my) 2, ve, x) 


aus und definieren für jede Parametrisierung X die transformierte Lagrange- 
Funktion L? durch die Forderung, dass 


LP (t,qg(t),a(t)) = L(t,x(t),x(t)) für tel, 


für beliebige C'-Kurven q: 1 — N und ihre Bildkurven x=ypoq:I>M 
gelten soll. 


Diese Forderung ist äquivalent mit der Erhaltung des Wirkungsintegrals unter 
der Transformation 9, d.h. mit 


[LrG,alt),a(t))dt = [ L(t,x(t),x(t)) dt 


für alle C!-Kurven q: 1 — Q und ihre Bildkurven x=gpoq:1- M. Denn 
aus der Erhaltung des Wirkungsintegrals folgt durch Differentiation nach der 
oberen Grenze auch wieder die erste Identität; die Umkehrung ist trivial. 


Die Variablen von L* bezeichnen wir mit 


(t,q,v) Z= (L, 91,5... ,4m,Vl,..., Um): 


Die q1,:.:,9m werden (krummlinige oder generalisierte) Ortskoordinaten 
und die v1,...,vUm (generalisierte) Geschwindigkeitskoordinaten genannt. 


(c) SArz. (i) Es gilt 
LP (t,q,v) = L(t,p(q),dp(q)v) 


arla) vr - U(t,q) = 3 (v,A(q)v) - Ult,q), 


4 
2 


se 


?, 


wobei die Matrix A(q) mit den Einträgen 
3N 
a=1l 


positiv definit und U(t,q) := V(t,p(q)) eine C*-Funktion auf Q. ist. 


(i) Genau dann erfüllt t > x(t) die d’Alembert-Gleichungen (**), wenn die 
Koordinatenkurve t:> q(t) = yp"'(x(t)) die Euler-Gleichungen 





d | OL? 81? 


Fri Fra O0) 31; (t,alt),a)) G=1,...,m) 


von LP? genügt. 
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Somit sind für holonome Nebenbedingungen das d’Alembertsche Prinzip und 
das Hamiltonsche Prinzip äquivalent. 


(d) FOLGERUNG. Die Zeitentwicklung t> x(t) = (xı(t),...,xn(t)) eines Sys- 
tems von N Massenpunkten in einem konservativen Kraftfeld unter zeitunab- 
hängigen (oder fehlenden) Zwangsbedingungen hat bezüglich jeder Parametrisie- 
rung :N2—M des Konfigurationsraums die Gestalt x(t) = p(q(t)), wobei q 
die Euler-Gleichungen für LP erfüllt. 
BEWEIS. 
(i) Aus der Definition von L? folgt mit der Kettenregel 
LP (t,g(t),4(t)) = Lit, plalt)),dplalt)) Alt) 
für jede C'-Kurve q: 1 N. Zu gegebenem (t,q,v) wählen wir die durch 
q(s) =q+ (s-t)v gegebene Gerade und erhalten mit q(t)=q, d(t)=v 
LP (t,q,v) = L(t,p(q),dp(q)v). 


Für x(s) = y(q(s)) mit q(s)=q+(s-t)v sei y=(yı,...,y3n):=Xx(t). 


Dann gilt y=dol(q a2 q)vr und 
I 3N e 3N m 5 
(x), mx(t)) —_ (y,; my) => 2» Maya = „m «(22 kPa(q vr) 
oa=1 a=1l k=1 
3N m 
= ), Ma %, Iryalg) vi rPa(g) Ur 
al ükel 
m 3N 
= % viva I Ma diPalg) Ikpalq) 
i,k=1 a=1 
= >> Air(Q) vi Ur. 
i,k=1 
Für v £ 0 folgt y = dp(q)v # O0 (wegen Rangdp(q) = m) und daher 


(y‚,my) > 0. Dies zeigt, dass A(q) positiv definit ist. Der Rest von (i) ist klar. 
(ii) Sei jetzt £ ++ x(t) = yp(q(t)) eine beliebige C?-Kurve in M. Zweimalige 
Anwendung der Kettenregel ergibt 

xt) = dolalt)) Alt) = % ARrlalt)) irlt), 

k=1 
xt) = % Arpla)) ur) alt) + ARplalt)) rl): 
i,k=1 k=1 

Aus U(t,q) =V(t,p(q)) folgt ferner mit den Abkürzungen 8.V := OV/Oxa, 
9;U = OU /dg;j 


9,U(t,q) = za Ve, Flq)) d;ralq): 
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96 
Somit gilt 
(m&(t) + V(t,x(t)), d;p(qa(t))) 
= -%( mMaäat) + daV (t,x())) 9500 (q(t)) 
(1) 
= => mat, 2 kPa (q(t)) di(t) dr (t) 


+ > 92a (Alt) ür(t)} Iipalalt)) + UL. alı)). 


Zur Berechnung von 


| $-%a.a0)] - F-a0.a0) 











Ds dt |; dd; 
beachten wir, dass nach (i) 
OL? m 
De g, v) = 3 2» d;a;r(q) VÜlR — d;U(t,q) 
9 i,k=1 
m 3N 
= Ma I; Pag) IkPpa(g) vi vr — HUlt,q), 
ÖL? m 3N 
35, (t,q,v) = Yasıla )uRr = 2» > Ma I;Pa(lg) IrPa(g) Ur 
k=1la=ı 


also mit Hilfe der Produkt- und Kettenregel und mit :9;0a = 0;0iPa 





E00 = DI me Ospa(alt) rpetal))dite) rl) 
+ 5% ma öspalalt) Bde (at) ir) 
+ EI ma ypolal)) nlate) rl) 
= 5% madyöspe (al) era (al) it) rl) + Ute.) 
= 5% madspalalt)) 8a (at) it) due) 
+ TI me dpalalt)) rpalal))ärlt) + BUl,al)) 


En 
|| 
m 
8 
II 
jan 
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Da Aıylq(t)),... ‚ömyp(q(t)) linear unabhängige Tangentenvektoren von M 
an der Stelle x(t) = p(q(t)) sind und damit den Tangentialraum T,«4yM 
aufspannen, folgt 

















m&(t) + V(t,x(t)) L Ta M Eilt) =... = Emlt) =0. 





(e) Bei zeitabhängigen (rheonomen) Zwangsbedingungen G(t,x) = 0 sind die 
Parametrisierungen % der Constraintflächen M(t) ebenfalls zeitabhängig, also 
von der Form q > {olt,q). Die transformierte Lagrange-Funktion L? hat dann 
die Gestalt 


L?(t,q,v) = 4 2» air (t ‚q) UVR — Ult,q). 
i,k=1 


Auch in diesem Fall sind die Bewegungsgleichungen (x**) bzw. (x) äquivalent zu 
den Euler-Gleichungen. Das ergibt sich in Analogie zu den Rechnungen oben 
[öAl. 

Ein Beispiel liefert das Foucault-Pendel, vgl. 1.1 (a), siehe auch 87:6.2. 


2 Legendre-Transformation und Hamilton-Gleichungen 


2.1 Voraussetzungen und Bezeichnungen 


(a) Wir betrachten im Folgenden für r > 2 eine elliptische C”-Lagrange- 
Funktion 


L:9L—->R, (L,q,v) > L(t,q,v), 


wobei N; von der Gestalt Rx 2x R” ist mit einem Gebiet  C R’”. Nach 
82:3.3 (b) ist die Legendre-Transformation 


(,q,v) # (bp) = (t,q, VıL(t,q,v)) 


ein C”-1-Diffeomorphismus von Pr auf ein Gebiet Our C Rx Nx TR”. Die 
Umkehrabbildung bezeichnen wir in diesem Paragraphen mit 


(;q,P) > (4, V(b,q,P))- 
Die Hamilton-Funktion 
H:0r >R, (t,q,p) > H(t,q,p) 
ist definiert durch 
H(t,q,p) := (Pp,v) - L(t,q,v) mit v=V(t,q,p). 


Nach 8 2:6.2 ist H ebenfalls C”-differenzierbar. 
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Die Transformationen 
vHop= VWLfi,q,v) bzw pH v= VW,Hlt,g,p) 


verbinden die Geschwindigkeitsvariablen v mit den Impulsvariablen p. Für die 
Darstellung von Impulsen p als Vektoren des R’” verweisen wir auf das in 
82:3.3 (b) Gesagte. 
Für die Lagrange-Funktion von Abschnitt 1, 
1 
L(t, 9; v) _ 2 (v, Alt, q)v) = U(t, q) ’ 
ist Or = Dr und 
1 _ 
H(t,4,p) = 5 (p Alta) "p) + Ult,q) 
die Gesamtenergie, ausgedrückt in Orts- und Impulskoordinaten [öA]. 
(b) Nach 82:6.2(b) sind die Euler-Gleichungen (Euler-Lagrange-Giei- 
chungen) 
df oL P OL ; ; 
a.) ] = Zram,am) G=1...,m) baw. 
dt ov; odqi 
ze 
| Wwett,a),a0) | = Valt,a@),a0). 
äquivalent zu den Hamilton-Gleichungen (auch Hamiltonsche kanoni- 
sche Gleichungen) 


sl) tat),PiO). Bil) = tal, pld) 


(HG) (i=1,...,m) bzw. 


alt) = VpHtt,g(lt),p(l)), Pi) = — VaHlt,q(t),p(t)) 


(c) Beide Differentialgeichungssysteme sind durch das Verschwinden der ersten 
Variation von Wirkungsintegralen gekennzeichnet. Für die Euler-Gleichun- 
gen EG ist dieses auf Zeitintervallen I = [tı, t2] 


W(g) = Wiq,N) = [ Lii,att),aC))dt, 


tı 


und die Hamilton-Gleichungen HG ergeben sich nach 8$2:6.2 (c) aus dem Ver- 
schwinden der ersten Variation des Wirkungintegrals für Kurven £t > (q(t),p(t)) 


Wir(a,P) = Wu(ap,1) = [{p),ad) - Hb,ad),pW)} at. 
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Das Integral Wır(q,p) entsteht aus W über die Legendre-Transformation: 
Wu(q,p) = W(g) für p(t) = VıL(t,q(t),da(t))- 


Um aus 6Wr(p,q) = 0 auf die C!-Differenzierbarkeit von q,p und die Gültig- 
keit der Hamilton-Gleichungen zu schließen, genügt nach $2:6.2(c) die C!- 
Differenzierbarkeit von H. 


(d) Die Hamiltonsche Formulierung der Bewegungsgesetze zeichnet sich mehr- 
fach aus. Hängt die Lagrange-Funktion (und damit auch die Hamilton-Funk- 
tion) nicht explizit von der Zeit ab, so stellen die Hamilton-Gleichungen ein 
autonomes System mit divergenzfreier rechter Seite dar. Deren spezielle Gestalt 
liefert unmittelbar den Energiesatz; aus der Divergenzfreiheit folgt die Volumen- 
treue des Flusses im q,p-Raum (Phasenraum) nach dem Satz von Liouville 
(Bd. 2, 85:6.3). Die Formulierung von Erhaltungssätzen im folgenden Abschnitt 
gestaltet sich im Hamiltonschen Formalismus besonders einfach. 


Schließlich spielen die Hamilton-Gleichungen eine wesentliche Rolle bei der Be- 
schreibung des Wellenbildes der Mechanik. Die Wellengleichung der Mechanik, 
die Hamilton-Jacobi-Gleichung 


rHlt 95 >) a 


— X,—,...,—— 
ot 0x1 Om 


ist Ausgangspunkt der Jacobischen Integrationsmethode für die Hamilton-Glei- 
chungen in Abschnitt 4. Außerdem ergibt sich aus der Hamilton-Jacobi-Glei- 
chung durch einen formalen Transformationsprozess die Schrödinger-Gleichung 
der Quantenmechanik 


ho hö KB, ,. 


2.2 Aufgaben 
(a) Das sphärische Pendel besitzt die Lagrange-Funktion in Kugelkoordinaten 


ig, 1 : 0 
L(p1, 2, #1,$2) = me (gi + ö2 sin’ p1) — mglcospı. 


Verifizieren Sie dies und geben Sie ein Gebiet 2, an, in welchem L elliptisch 
ist. Bestimmen Sie das zugehörige Gebiet Or und die Hamilton-Funktion H. 
Wie lauten die Hamilton-Gleichungen? 


(b) Die Legendre-Transformation ist involutorisch. Zeigen Sie unter der Vor- 
aussetzung Ir =RxN2x TR” = Or, dass auch H elliptisch ist und dass 
die Legendre-Transformation, angewandt auf (£,q,p, H), wieder zu (t,q,v,L) 
zurückführt. 
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(c) Die Bewegungsgleichung eines Teilchens der Masse m und Ladung e im 
elektromagnetischen Feld lautet 


mX = e (E + . xx B) (Heaviside-Lorentz-Gleichung) . 


Zeigen Sie: Besitzt das elektromagnetische Feld ein Potential, d.h. gilt 


10A 
eye B = rot A 


mit C!-Funktionen o(t,x), A(t,x), so ergibt sich die Heaviside-Lorentz-Glei- 
chung als Euler-Gleichung für die Lagrange-Funktion 


L(t,x,v) = = vi? + e (- (v,A(t,x)) _ vl) 


und aus den Hamilton-Gleichungen für die Hamilton-Funktion 


2 


H(t,x,p) = 5, |p--AtıQ) || + eptt,x). 








| 
2m 


3 
Verwenden Sie dabei die Identität vxrotA = 2» v(VA;- A). 
i=1 


3 Symmetrien und Erhaltungsgrößen 


3.1 Erhaltungsgrößen und Poisson-Klammern 


(a) Wir betrachten in diesem Abschnitt eine elliptische Lagrange-Funktion L: 
Rz > R und die zugehörige Hamilton-Funktion H : Qu > R; dabei setzen 
wir voraus, das IL =MxR” und Do =RxN mit einem Gebiet CR”. 


Ein erstes Integral der Euler-Lagrange-Gleichung EG ist nach 82:2.1 eine 
C!-Funktion F:Q,—R mit der Eigenschaft 


F(t,q(t),4(t)) ist konstant für jede Lösung t+> q(t) der EG. 
Entsprechend nennen wir eine C'-Funktin G: Qu > R ein erstes Inte- 
gral der Hamilton-Gleichungen (HG) bzw. eine Erhaltungsgröße oder eine 


Konstante der Bewegung, wenn 


G(t,q(t),p(t)) konstant ist für jede Lösung £+> (q(t),p(t)) der HG. 


(b) Erste Integrale der EG und Frhaltungsgrößen sind über die Legendre- 
Transformation 2.1 miteinander verknüpft: 
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SATZ. Ist F ein erstes Integral der EG, so liefert 
G(t,q,p) = Fit,q, V(t,q,p)) 

eine Erhaltungsgröße. Umgekehrt ist für jede Erhaltungsgröße G durch 
F(t,q,v) = G(t,q, VvL(t,q,v)) 

ein erstes Integral der EG gegeben (Bezeichnungen wie in 2.2 (a)). 


Ist F ein erstes Integral der EG und t > (q(t),p(t)) eine Lösung der HG, so ist 
nach 2.2 (c) t+> q(t) eine Lösung der EG, und es gilt p(t) = V,L(t,q(t),ä4(t)), 
somit äd(t) = V(t,q(t),p(t)) nach 2.2 (a). Also ist F(t,q(t), V(t,q(t),p(t))) 
konstant. Ist G eine Erhaltungsgröße, t£ > q(t) eine Lösung der EG und 
p(t) = V,L(t,q(t),äq(t)), so ist £> (q(t),p(t)) eine Lösung der HG und damit 
G(t,q(t), VvL(t,q(t),ä4(t))) konstant. 


(c) BEISPIELE. (i) Hängt Z nicht vont ab, L(t,q,v) = L(q,v), so ist H eine 
Erhaltungsgröße, vgl. 2.2 (b). Dieser entspricht das aus $2:2.1 bekannte erste 
Integral 


F(q,v) —* Lv(q,v)v — L(q,v) 
der EG. 


(i) Hat L eine zyklische Variable gr, d.h. tritt die k-te Ortskoordinate in L 
nicht auf, so ist L,, ein erstes Integral der EG, vgl. 82:2.1. Die entsprechende 
Frhaltungsgröße ist dann die k-te Koordinate pr. des generalisierten Impulses. 


(d) Für C'-Funktionen F,G: Qu > R. definieren wir die Poisson-Klammer 


IF,G} -YEE-EE). 


— Opr 9gr  Ogr Opr 


SATZ. Genau dann ist G eine Erhaltungsgröße, wenn 


9G 
tm}. 


BEWEIS. 


Für jede Lösung t > (q(t),p(t)) der HG gilt unter Fortlassung der Argumente 
auf der rechten Seite 


d 86 . —/oöc. dG . 
— Glt,alt Wer SE Se: 
er Gtt,q(t),p(t)) Ey 2 (5 Gr + Di: o) 


u 





8G  —/[öGäH 98G OH 8G 
rn in) em. 


k=1 
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Somit ist G eine Erhaltungsgröße, falls öG/öt = {G, H} in Or. Die Umkehrung 
folgt aus der Tatsache, dass es zu jedem (to, 99, Po) € Str eine nahe to definierte 
Lösung t > (q(t),p(t)) der HG gibt mit q(to) = , P(to) = Po- 














3.2 Symmetrie und Invarianz von mechanischen Systemen 


Ziel dieses Abschnittes ist es, aus Invarianzeigenschaften eines mechanischen 
Systems auf Erhaltungsgrößen zu schließen. Von der Invarianz eines mecha- 
nischen Systems unter einer Transformationsgruppe sprechen wir, wenn sich 
das zugehörige Wirkungsintegral bei „Verschiebungen“ von Bahnen durch die 
Transformationen nicht ändert. Stellen wir das Hamiltonsche Prinzip an die 
Spitze der Mechanik, so bietet sich dieser Ansatz auf natürliche Weise an; seine 
Zweckmäßigkeit erweist sich im Folgenden. 


Wir definieren zunächst die Invarianz des Wirkungsintegrals unter reinen Raum- 
transformationen; in 3.5 gehen wir zum komplizierteren Fall von Raum-Zeit- 
Transformationen über. 


(a) Unter der Voraussetzung 3.1(a) sei q:1—N eine C!-Kurve und 
w(q,I) = [Lit,a(), a) dt. 
1 


Ferner si h:N2— 0 ein Diffeomorphismus und t + (hog)(t) = h(q(t)) 
die Bildkurve von q unter h. Das Wirkungsintegral W heißt invariant unter 
h, wenn 


W(q,I) = W(hoq,!) für jede C'-Kurve q:I—N9. 
Dies ist äquivalent zur Invarianz der Lagrange-Funktion unter h, 
(*)  L(t,q,v) = L(t,h(q), (dh)(q)v) für (,q)EMo und veR”. 


Denn die Invarianz impliziert für die Kurve q(t) = + (t-to)vo auf dem 
Intervall I = [to,t] 


t 
[ E(r,4o + (Tr -to)vo, vo) dr = W(q, I) — W(hoq,!) 


to 
t 


= [ L(r,h(g, + (7 - to)vo),dh(qy + (T — to)vo)vo) dr, 


to 
woraus durch Ableiten nach der oberen Grenze an der Stelle t = to folgt, dass 
L(to, 90 vo) z— L(to, h(go): dh(g,)vo). 


Umgekehrt ergibt sich aus der Invarianz der Lagrange-Funktion mit der Sub- 
stitutionsregel unmittelbar die Invarianz des Wirkungsintegrals. 


Ist Z invariant unter h, so ist die Bildkurve jeder Extremalen unter h wieder 
eine Extremale, vgl. 1.3 (c). 
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(b) Unter einer Symmetrie eines mechanischen Systems von N freien Massen- 
punkten in N = R?“ mit Ortsvektoren G1:---,4 verstehen wir die Invarianz 
des Wirkungsintegrals W unter der Wirkung einer Untergruppe der Bewegungs- 
gruppe. Symmetrie bezüglich einer festen Achse bedeutet beispielsweise Invari- 
anz von W unter den C”°-Diffeomorphismen 


hs : (91,5. ,94v) — (BslAı),---;ds(qn)) 


für alle Drehungen 9, um diese Achse mit Drehwinkel s. Translationssymmetrie 
in Richtung a # O bedeutet Invarianz von W unter den Transformationen 


h; : (41,:--,4v) ae; (dı +s&,...,qn + 5a). 


Beidesmal handelt es sich um Symmetrien, die durch eine Einparametergruppe 
{h,; |s € R} von Diffeomorphismen gegeben sind, d.h. es gilt 


hsı: =hsoh: = h.oh, für steR, ho=1 


Bei Kugelsymmetrie liegt Invarianz von W unter der Wirkung der vollen Dreh- 
gruppe SO3 vor; diese kann durch drei Parameter beschrieben werden. Allge- 
mein lässt sich die Wirkung einer Untergruppe der Bewegungsgruppe auf die 
von Einparametergruppen zurückführen. 


(c) Für zeitunabhängige Lagrange-Funktionen L(q, v) schließen wir in 3.3 aus 
der Invarianz unter einer Einparametergruppe {h; | se R} von Bewegungen 
auf ein erstes Integral der EG; für diesen Schluss ist jedoch die Invarianz unter 
der vollen Gruppe nicht nötig und in einer Reihe von Anwendungen auch nicht 
gegeben. Es genügt, die Invarianz unter einer Schar {h; | |s| « 1} von Diffeo- 
morphismen h; :2 — 9 mit ho = 10 zu verlangen, für die h,(q) bezüglich s 
undq C?-differenzierbar ist. 


3.3 Der Satz von Noether für reine Raumtransformationen 


Wir betrachten die Schar {h, | |s| < 1} 
von Diffeomorphismen h :2— Q ei- g2 
nes Gebiets  C R’”", von der wir fol- 








gendes voraussetzen: rg 
(G) bo=1e, 
(i) (s,q) > hs(q) ist C?-differenzier- 
bar für |s| <1,qe ©. 
Der infinitesimale Erzeuger dieser n 
Schar ist das Vektorfeld n:2—- R”, q 
Ohs 
am nlq= — | - - 


ös s=0 q 
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Ferner betrachten wir eine zeitunabhängige und elliptische Lagrange-Funktion 
L(q,v) auf 0, =Nx R” mit dem Wirkungsintegral 


W(q,!) = [ L(q,ä4)dt für C'-Kurven q:14 9. 
I 


Nach 3.2 (a) ist die Invarianz des Wirkungsintegrals unter der Schar h,, d.h. 
W(h,oq,!) = W(q,!) für alle C'-Kurven q: 1-9, 
äquivalent zur Invarianz der Lagrange-Funktion unter dieser Schar, d.h. 


L(hs(g),dhs(q)v) = L(q,v) für (,v)ENXR”, |s| <1. 


SATZ (E. NOETHER 1918). Ist L invariant unter der Schar hs mit dem infi- 
nitesimalen Erzeuger n, so ist 


F(q,v) := Lv(q,v)n(g) 
ein erstes Integral der Euler-Gleichungen und 


G(q,P) := (p, n(q)) 


eine Erhaltungsgröße, d.h. ein erstes Integral der Hamilton-Gleichungen. 


BEMERKUNG. Für die erste Behauptung wird die Elliptizität von L nicht benö- 
tigt, wie sich aus dem Beweis ergibt. Die Korrespondenz 3.1 (b) zwischen ersten 
Integralen der EG und Erhaltungsgrößen stützt sich dagegen auf die Durchführ- 
barkeit der Legendre-Transformation. 


BEWEIS. 


Für jede C!-Kurve t> q(t) in Q gilt 


9) (45.0) 





n(q(t)); 


a 


denn für h(s,q) := hs(q) gilt nach H. A. Schwarz 


2 (Era) = EI Zesa))ä) 








ös sı dar 
= ı (st) Rt) = 2 . (s,q(t)) dr (t) 
— x ID s,ale)) ale) _ ERELT, ()) 
ödgr Os dt ds 
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Wir betrachten eine Lösung q: I = [tı,t2] — 0 der Euler-Gleichungen. Für 
q,=hsogq folgt dann aus der Invarianz von W, dem Satz über Parameterin- 
tegrale unter Berücksichtigung von ho = 1a und von (x) 


d 
0 = — Wiq,N) 


„4 J L.(h.(a(t)), &h,(a))) dt 








s s=0 


= Fit 4,(),4,(0) Ze(alt)) + Lv(a, das) 3 arhs(att))} di|,_, 





© rsla),a@)nlat)) + Lviat),ar) Lma)} a. 


Durch partielle Integration ergibt sich für tı,t2 ER mit Hilfe der EG 


t2 


= F(q(t2),4(t2)) - Flaltı),ältı)). 


tı 


0 = |Ivtat), ad) nta))] 





Dass G eine Erhaltungsgröße ist, folgt aus 3.1(b) und 


F(q,v) = (WL(q,v),n(q)) = G(q WL(q,v)). 














3.4 Anwendungen des Noetherschen Satzes in der Mechanik 


Wir betrachten ein System von N freien Massenpunkten unter dem Einfluss ei- 
nes Potentials U. Zweckmäßigerweise bezeichnen wir Masse, Ort und Geschwin- 
digkeit des k-ten Massenpunkts mit mx,q,,Vvr und die Lagrange-Funktion in 
Abhängigkeit von q= (4,,---,Qy), V= (Vı,..-,vv) mit 


BEE 2 
L(q = 5 = me ||vell zu U(q,,..:,4v)- 


Die Lagrange-Funktion / ist elliptisch, und es gilt 
V,L(q, v) — (mıvı, ... ‚MNVN) r 


Lassen wir die Bewegung x > c+ Dx mit D e SOz auf jeden Massenpunkt 
wirken, so erhalten wir eine Transformation 


h:q= (41,:--,4v) zum: (e+ Dq,: DE ‚e+Dqy); 
deren Ableitung durch die ortsunabhängige lineare Abbildung 
dh:v=(vı,...,vn) > (Dvı,...,Dvn) 


gegeben ist. Wegen ||Dv;|| = ||v«|| folgt 


L(h(g), dh(q)v) = 5 3 Dmavel? - Ulh(q)). 


106 $4 Hamiltonsche Mechanik 


Somit ist das Wirkungsintegral genau dann invariant unter h, wenn das Poten- 
tial U invariant unter h ist, d.h. wenn der Definitionsbereich 2 von U durch h 
auf sich abgebildet wird, und wenn U(h(q)) =U(g) für alleq € 9 gilt. 


(a) Translationsinvarianz und Impulserhaltung. Wir betrachten die Wirkung 
der Translationen x x+ sa mit |jal| =1 auf das System, also 


hs:q = (,;---;94y) > (4ı +#3a,...,4qv +5a). 

Die h, bilden eine Einparametergruppe mit dem infinitesimalen Erzeuger 
n(q) = (a,...,a). 

Gilt U(qı + sa,...,qy + sa) = U(q,,.:.,9y) für (91,--.;qy) € 2 und 


|s| < 1, so erhalten wir ein erstes Integral der EG durch 


anna I me(vi.a) -( Ymv.a), 


das ist die Komponente des Gesamtimpulses in Richtung a. 


(b) Rotationsinvarianz und Erhaltung des Drehimpulses. Sei B= (uı, ua, us) 
eine ONB des R? und y = (x)s der Koordinatenvektor von x € R? bezüglich 
B, also yr = (ur,x) (k = 1,2,3). Die Drehung ®, mit Drehachse Span {uı} und 
Drehwinkel s hat bezüglich B die Matrix 


1 0 0 
Ms(d;) = 0 coss -—sins |, 
0 sins coS Ss 
also gilt mit yr = (X, ur) 
Os(xX) = yıuı + (ya coss — ya sins)Uua + (ya sins + ya coss)u3. 


Mit dem Graßmannschen Entwicklungssatz (vgl. Bd.1, 86:3.4(c)) und wegen 
u2 x uz = uı folgt 





— d;(x) 





.o — Ysu2 + yauz = (W2,x)u3 — (U3,x)u2 
= (UXU3)xx = U xx. 
Die Wirkung der Drehgruppe {d; | se R} auf das System, gegeben durch 
h.:q= (91...,94n) > (Bslg),...,dslan)), 


besitzt also den infinitesimalen Erzeuger 


n(q) = (UX 9, ..-‚UxXgqy)- 
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Bei Rotationssymmetrie bezüglich der Achse Span {u} (nach dem Vorangehen- 
den äquivalent zu U(hs(q)) = U(g) für alle q und alle se R) ergibt sich also 
die Erhaltungsgröße 


N 


N 
(pP, n(g))msv = % (Pr, UrX ps = %, (U1,QE X Pr )ma 
k=1 k=1 


N 
= (u, ” Gr x Pr rs ’ 
k=1 


das ist die Projektion des Gesamtdrehimpulses auf die Achse Span {u1}. 


(c) Wechselwirkungspotentiale 


Va.) = % Vlla-arl) 
1<i<k<N 
mit einer C?-Funktion V : Rso > R sind definiert auf dem Gebiet 2 = 
(91>---;4v) | ||; - 4. || > 0 für © £ k}. Da Bewegungen abstandstreu sind, 
ist U invariant unter der vollen Bewegungsgruppe. Somit sind der Gesamtimpuls 
und der Gesamtdrehimpuls Erhaltungsgrößen. 


(d) Sei U(q) = U(q1,92,93) := V(r) mit einer C?-Funktion V(r) für 
r = 1/q2 +4 >0. Geben Sie alle Erhaltungsgrößen für ein Teilchen der Masse 
m unter dem Einfluss des Potentials U an. Beispiel: Für einen in der g3-Achse 
liegenden unendlich langen, elektrisch geladenen Draht ist V(r) proportional zu 
logr. 


3.5 Der Noethersche Satz für Raum-Zeit-Transformationen 


(a) Wir betrachten eine Schar {h, | |s| « 1} von Diffeomorphismen eines 
Gebiets od =RXxNCR”*! im t,q-Raum, die wir Raum-Zeit-Transforma- 
tionen nennen. Wir schreiben 


h,:00 290, (t,q) > hslt,g) = (Tslt,q), Qt; q)); 
und setzen voraus: 
6) Bo=1n,, d.h. Tolt,q)=t, Qlt,g)=q 
(i) (s,t,q) > hslt,q) ist C?-differenzierbar. 
Unter dem infinitesimalen Erzeuger dieser Diffeomorphismenschar verstehen 


wir das Vektorfeld (&,n) auf No mit 


et, 0,160) = (6, Fa)| = Fo 


s=0 ös s=0 





Wir betrachten eine C'-Kurve q: 7 — N auf einem kompakten Intervall 7 und 
deren Graphen T'(q) = {(t,q(t)) |t € I} C No. Die Bildmenge von T‘(q) unter 
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h; : 00 — 9% lässt sich für |s| & 1 als Graph einer C!-Kurve q, : Is ®%b 
darstellen. Denn es gilt hs(t, q(t)) = (Ts(t), Q,(t)) mit 


Ts(t) = Telt;qlt)), 2) = Qt alt). 


Wegen To(t) = t, To(t) = 1 gilt auch T, > 0 auf I für |s| & 1, so dass T, eine 
C!-Umkehrung 72! : 1, — I mit I; := Ts(T) besitzt. Setzen wir 


a.) = oT, '(t) fürtel, = Te(l), 
so ist T(q,) = {(Ts(t), Qs(t)) | LET} =h,(T(q)) für |s| <1. 


Die Figur in 3.3 illustriert im Fall |s| < 1 auch die hier betrachtete Situation, 
wenn die beiden Kurven im Bild durch die Graphen von q und q, ersetzt werden. 


Ein mechanisches System mit der Lagrange-Funktion L:Mo x R”"— R bzw. 
der Hamilton-Funktion 7:90 xR” —R, heißt invariant unter der Diffeo- 
morphismenschar {h; | |s| « 1}, wenn 


W(q,,Is) = W(q, I) für jede C'-Kurve q:7— N und |s| «1. 


SATZ. Für ein unter der Schar {h; | |s| < 1} invariantes System liefert 


Fit,q,v) := Lv(t,q,v))n(t,q) — &(t,q)(Lv(t,q,v))v- L(t,q,v)) 
ein erstes Integral der EG für L. 


Wegen der vorausgesetzten Elliptizität von L ist durch 
eine Erhaltungsgröße gegeben. 


(b) Vor dem Beweis erläutern wir die Definition des Invarianzbegriffs am Bei- 
spiel der Zeittranslationen hs(t,q) = (t+ s,q). Die Transformation h, bildet 
den Graph jeder Kurve q:/— N ab auf 


(t+s,q()) |te!} = {(üatt-s)) |teI+s}, 
somit ist s=I+s und q,(t) =q(t - s). Wegen 


W(q,1) = f Lit,g(t - s),4(t- s))dt = [ L(t + s,q(t),ä(t)) dt 
I+s I 
bedeutet die Invarianz unter den Zeittranslationen h;, dass 


J Lit + s,a(t),alt))dt = W(q,,1:) = W(q,I) = [ Lit,a(t),ä(t)) dt 





für jede Kurve q: 7 — 2. Durch Ableitung beider Integrale nach der oberen 
Grenze folgt 


L(t+s,9,v) = L(t,q,v) für steR, ge, veR”, 
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also die Unabhängigkeit von L von der Zeit und damit die Erhaltung der Ge- 
samtenergie. 
(cl) BEWEIS. 


Wir führen den Satz (a) auf den Erhaltungssatz für reine Raumtransformationen 
zurück. Hierzu fassen wir die Zeitkoordinate t als nullte Ortskoordinate go auf 
und schreiben 


q" := (9,915:::;g4m) statt (t,q) = (t,,:::,qm)- 
Ferner verwandeln wir das Wirkungsintegral durch Substitution in ein Variati- 
onsintegral, welches die Anwendung des Satzes 3.3 gestattet. 


Sei g:I— J eine bijektive C'-Funktion mit do >0 und u: J—D eine 
C!-Kurve. Dann gilt nach der Substitutionsregel 


J Lit, udt),ult))dt = [ L(go(t), u(go(t)), ülgo(t))) do(t) dt 
J I: 


= Sao), la) zog a WantE)) oe) at 





= [L*(v(t),v(t)) dt 


I 


mit v(£) = (go(t), u(go(t))) € Ro und dem für q* = (g0,:.:,qm) = (90,9) € %o 


und v* = (vo,..., Um) = (v0,v) € R>o x R’”” definierten Integranden 
* * * ® Um 
L (q „Vv ) = Laos 2.2, 5,» a Fe 
(0) 


— L(9,9, 5 v)vo- 
Bezeichnen wir das zu L* gehörige Variationsfunktional mit W*, so gilt also 
1) W(u, J) = w*(wv,T) für v() = (90), u(go(t))); J= go(T), go >. 


Für eine gegebene C!-Kurve q:7— 0 wenden wir (1) auf zwei Fälle an: 


() Für @o(t) =t,u:=gq J = I wird v(t) = (t,q(t)) und L*(v(t),v(t)) = 
L(t, q(t),ä(t)); daher ergibt sich mit q*(t) := v(t) = (t,q(t)) 








(2) W(q,!) = W*(q,T). 
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(i) Mit den Bezeichnungen (a) setzen wir 9 := Ts, J=1, u:=q = 
2,07,". Dann wird vi) =), 0,0) = huta‘() mit 4°) = (all) 
und es gilt W(u, J) = W(q,,Is). Daher erhalten wir aus (1), (2) und der 
Invarianz von W unter der Schar {h; | |s| < 1} für qi(t) := (Ts(t), Qs(t)) 


()) Wal, 2 Wia,t) = Wa 2 W*(a',1) für |s|<1. 
Nach dem Noetherschen Satz 3.3 und der Bemerkung dazu erhalten wir daher 
ein erstes Integral der EG für L* durch 


Ir) ill). 


(4) F(q’,v”) = Lu (q’,v”) ös er 





(d) Wir zeigen nun: Genau dann ist t:> q(t) eine Lösung der EG für L, wenn 
t> q*(t) = (t,q(t)) eine Lösung der EG für L* ist. Gleichzeitig berechnen wir 
L%x. Nach Definition von L* ergeben sich folgende partielle Ableitungen: 

Lio(9*,v*) = Lr(g0,q,  v)vo, 

L.,(@',v”) = Lg, (90; 9, = v)vo (k=1,...,m), 

Li,(q°,v') = L(@,4, 5 v)- -Lv(@,4, v)v, 

L,,(9*,v”) = L», (90,9, =v) (k=1,...,m). 
Setzen wir für eine C*-Kurve t-> q(t) in Q 

a’) = (al), EM = Lalt,al),at))- L ivtr.at).am)]: 
so erhalten wir mit go(t) =t, vo(t) =1 

ZL3,(g*(,4*)) = 4 (L(,4,44) — -Lv(g,q, 44) d) 

= L+tt,q(t),alt)) + Elt)Alt) 

1. (at), alt)) + Elt)Aalt), 


und für k=1,...,m mit der k-ten Komponente Ex(t) von E(t) 


4. 


ELi,a' 0,8") = [u t,ad),am)] = - Eu) + La.) 


Daher erfüllt q* genau dann die EG für L*, wenn E(t) = 0 in / gilt. 
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Nach (4) folgt mit den Formeln für L},, Lv, die Konstanz von 


Et, alt) (Lit, alt),Alt)) — Zvtt,alt),alt)) at) 
+ It, q(t),alt)) nt, qa(t)) 


längs jeder Lösung t> q(t) der EG für L. 


Die F entsprechende Erhaltungsgröße G ergibt sich im Fall der Elliptizität von 
L aus 3.1(b). 











(e) BEMERKUNG. Der Integrand L* ist nicht elliptisch, auch dann nicht, wenn 
L elliptisch ist. Wie unter 3.3 angemerkt wurde, ergibt sich das erste Integra 
(4) der EG für L* auch ohne die Voraussetzung der Elliptizität. 





Das Variationsintegral W* gehört zur für die Optik und die Differentialgeo- 
metrie wichtigen Klasse der parametrischen Variationsintegrale, die wir in 85 
behandeln. 


4 Integration der Hamilton-Gleichungen nach Jacobi 


4.1 Das Wellenbild der Mechanik 


(a) Die Jacobi-Methode geht aus von der Wellengleichung der Mechanik, der 
Hamilton-Jacobi-Gleichung 

ac) F+ Ha, as) = 0, 

um mittels einer „vollständigen“ Lösung dieser Gleichung die Hamilton-Glei- 
chungen 


(HG) gq = V,Htt, 9, p) ’ p A VaHtt, 9 p) 


zu integrieren. Bevor wir diese Methode beschreiben, skizzieren wir die geo- 
metrischen Vorstellungen, welche hinter der Hamilton-Jacobi-Gleichung stehen 
und gehen auf die Bedeutung der Wirkungsfunktion $ ein. Näheres hierzu 
finden Sie in GIAQUINTA-HILDEBRANDT [7, II] Ch.9, ArnorLD [15] Ch.9 und 
Runo [19] Ch. 2. 


Ausgangspunkt sind die Arbeiten von HAMILTON zur geometrischen Optik aus 
den Jahren 1824 bis 1833, in denen Strahlen und Wellenfronten aufeinander 
zurückgeführt werden. Wir skizzieren die Grundidee für Strahlen, die von einer 
punktformigen Lichtquelle ausgehen. Diese sind durch das Fermat-Prinzip ge- 
kennzeichnet. Wird auf jedem dieser Strahlen der Punkt markiert, an dem das 
Fermatsche Laufzeitintegral, von der Lichtquelle aus genommen, einen festen 
Wert annimmt, so entsteht eine Wellenfront. Die Wellenfronten sind die Ni- 
veauflächen einer Funktion 5 = S(q), die der Eikonalgleichung H(q,V5) =1 
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genügt. Die Lichtstrahlen durchsetzen die Wellenfronten orthogonal bzw. im 
nichtisotropen Fall transversal. Auf Einzelheiten, insbesondere die Definition 
der Hamilton-Funktion in der Optik, gehen wir in 85 ein. 


Wir skizzieren die Übertragung dieses Konzepts auf die Mechanik (HAMILTON 
1833 und 1834, JAcOBI 1838). An die Stelle der Lichtstrahlen treten Bahnen 
t > (t,q(t)) eines mechanischen Systems im t,q-Raum, gekennzeichnet durch 
das Hamilton-Prinzip der stationären Wirkung. Wir betrachten zunächst ein 
Bündel solcher Bahnen, die durch einen festen Punkt (to,q,) gehen (stigmati- 
sches Bündel). Gibt es zu jedem Punkt (t,q) mit t # to genau eine Extremale 
Q mit Q(to) =, Qt) = q, so ist das Wirkungsintegral 


J L(s,Q(s).Q(s)) ds 


to 


eine Funktion des Endpunkts (t,q), die Hamiltonsche Prinzipalfunktion 
(Wirkungsfunktion, charakteristische Funktion) S(t,q) dieses Bündels. 


Wir zeigen, dass diese Prinzipalfunktion die Hamilton-Jacobi-Gleichung erfüllt, 
indem wir Transversalitätsbedingungen zwischen den Niveauflächen und den 
Bahnen herleiten. Diese Transversalitätsbedingungen legte Jacobi einem allge- 
meineren Konzept von Extremalenbündeln zugrunde, für welche Wirkungsfron- 
ten {5 = const} existieren und die nicht stigmatisch zu sein brauchen. Auch 
im allgemeinen Fall steuert S(t,q) die Ausbreitung der Wirkungsfronten allein 
dadurch, dass sie die Hamilton-Jacobi-Gleichung HJG erfüllt. Es ist daher ge- 
rechtfertigt, die Hamilton-Jacobi-Gleichung als Wellengleichung der Mechanik 
zu bezeichnen. 


(b) Die Hamiltonsche Prinzipalfunktion. Wir verwenden die Bezeichnun- 
gen von 3.1 und fixieren einen Punkt (to,gu) in Do =Rx Q. Die durch diesen 
Punkt gehenden Bahnen genügen den HG, dementsprechend notieren wir das 
Wirkungsintegral Wr auf [to,t] in der Form 


Wr (q,p; [to,2]) = tot — H(s,q(s),p(s))} ds, 


vgl. 2.1(c). Weiter nehmen wir an, dass es zu jedem Punkt (t,q) mit £ > to 
genau eine Lösung 


s — (Q(s),P(5)) = (Q.,a(8), Pi,als)) = (Q(s;t,q), P(s,t,q)) 
der HG gibt mit Qto) = q,; Qt) = q, und dass Q(s,t,q), P(s,t,q) bezüglich 
aller m-+2 Variablen C?-differenzierbar sind. Diese Voraussetzungen lassen sich 
durch Einschränkung auf Teilgebiete von No realisieren, vgl. $3:3.4 (b). 


Dann ist durch 


= Pate) ‚Q,.a(8)) - H(s,Q,,.(8), Pı.a(s))} ds 
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für £ > to ein mittels des Wirkungsintegrals gemessener Abstand der Punkte 
(to, 90), (t,q) definiert. 


Satz. Die Prinzipalfunktion S ist C?-differenzierbar, und es gilt 


85 s 
Fruc) = - Hit,q,p), VaS(t,g)=p mit p:=Pft,t,q). 


Hieraus ergibt sich unmittelbar die Hamilton-Jacobi-Gleichung. 


BEWEIS. 


Wir verwenden die Abkürzungen ' für 9/ös, ’ für 9/öt und lassen bei Bedarf 
die Argumente weg. Die HG für s> (Q(s,t,q), P(s,t,q)) notieren wir in der 
Kurzform 

OH B OH 


(1) re ao (=1,...,m). 








Aus den Randbedingungen Q(to,t,q) =, Qlt,t,gq)=q folgt 


Ik 
rare, Fnta) = dw. 


Für die partiellen Ableitungen des Parameterintegrals 


sta) = [HI Past, a) Öla,t,q) - H(e,Qst,d),Pls,t,q))} de 


to il 


ergibt sich nach dem Satz über die Differentiation von Parameterintegralen 
(Bd.1, 823:2.3) 


























85 m . 
ot a6) = 02 Pas — H) s=t 
t m B m r m 
+ [IP +IPG- DEU - YaEPl}ds, 
to i=l i=1 i=1 
05 = ul pP % N 8H 80; _ SS OH OR) 
5, - E# + > daR & 2° 9 ı dpi; a; < 
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Nach Einsetzen der Hamilton-Gleichungen (1) ergibt sich unter Beachtung von 
(2) und (3) 


nn I em B © 
en) = (DRG -H)|,, + [2 (Rai + PQi)ds 
il to i=1 





l 
1 
IR) 
OO: 
| 
= 


i=1 to i=1 
= (YPR%&-H)|_, + LP ss — H(t,q,p), 
i=1 i=1 





























s ° 
dqr to i=1 to # i=1l Es 
m 80; |s=t (2),(8) 
Zu = P: rn s=to — Pr(t, t, q) = Pk 
i=1 





BEMERKUNG. Fassen wir das Wirkungsintegral als Funktion beider Endpunkte 
(to, 90), (t,q) auf, so ergibt sich für die Wirkungsfunktion S(to, go, £,q) hieraus 
unmittelbar mit p := P(t, (to, 40); (t.)) ; Po := P(to, (fo. 9): (t,9)) 


85 

9 to, 40,2,q) _ — H(t,q,p), Vy5(to, 90,49) = pP) 

85 

3, tg) = H(to, 90; Po) ; VgoS(to, 40; t,q) = —Po: 


(c) Transversalitätsbedingung und Hamilton-Jacobi-Gleichung 


Durch die Hamiltonsche Konstruktion 

in (b) wird eine Funktion $ gefunden, 4q 
mit deren Hilfe sich Fronten gleicher 
Wirkung {$ = const} definieren las- 
sen. Wir wollen nun Entsprechendes für 
Bündel von Bahnen durchführen, die 
nicht notwendig durch einen Punkt lau- 
fen. 

Hierzu betrachten wir ein Bündel von 
Bahnen mit der Eigenschaft, dass 
durch jeden Punkt (,q)Ee Rx Q 
genau eine Bahn s > (s,Q(s)) mit 
(t,Q(t)) = (t,q) geht, und dass eine 
Funktion $ = S(t,q) existiert mit 











-Y 
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85 
(T) 272 (t; q) er Htt, 9 pP) ’ 
VaStt, q) =P; 


wobei p = P(t) der Impulsvektor der 
durch den Punkt (t,q) laufenden Bahn 
ist. Wir stellen jetzt also die in (b) ab- 
geleiteten Beziehungen an die Spitze. 





Für jede Bahn des Bündels folgt dann 
aus (T) 








Zlst,a0] = Fa) + (Vest, am), &) 


= - H(t,Q(t),P(t)) + (PA): 


Für das Wirkungsintegral zwischen Zeitpunkten tı und ta ergibt sich daher 
to : 
Wn(Q,P,[tı,t2]) = [ PA) - HA,Q),P()} dt 
tı 


= [4 [5(, Q(t))] dt = Stt2, Q(t2)) - S(tı, Q(tı))- 


Diese Beziehung besagt, dass jede Bahn des Bündels zwischen zwei Niveau- 
flächen {S = tı}, {S$ = ta} die gleiche Wirkungsdifferenz t2 — tı aufweist, 
ganz analog zur Situation in (a). Wir nennen daher die Niveauflächen {$ = 
const} die Wirkungsfronten und die Funktion $ die Wirkungsfunktion 
des Bahnbündels. Die Beziehungen (T) legen die Lage der Bahnen und Fronten 
zueinander fest, wir bezeichnen sie als Transversalitätsbedingungen des me- 
chanischen Systems. Funktionen S, die zu solchen Bahnbündeln gehören, sind 
charakterisiert durch die Hamilton-Jacobi-Gleichung 


(HJG) an) 20a VER) = + Hlt,q,Va5) = 0. 
(d) Jede Schar von Bahnen, die gewissen Integrabilitätsbedingungen genügen, 
besitzt (bis auf additive Konstanten) genau eine durch die Transversalitätsbe- 
dingung (T) festgelegte Wirkungsfunktion (vgl. $3:3.2). Umgekehrt zeigt die 
Jacobische Methode in 4.2, dass jede Lösung der Hamilton-Jacobi-Gleichung 
genau ein Bündel von Bahnen mit (T) festlegt. 


Das Teilchenbild und das Wellenbild der Mechanik sind in diesem Sinne äqui- 
valent. 
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Wir müssen uns aus Platzgründen auf diese skizzenhafte Schilderung des theore- 
tischen Hintergrunds beschränken und verweisen Interessierte auf die Literatur, 
insbesondere auf GIAQUINTA-HILDEBRANDT [7, II] Ch. 9, 2. Für die geometri- 
sche Optik wird das entsprechende Teilchen- und Wellenbild in 85 behandelt. 


(e) Die Hamilton-Jacobi-Gleichung steht in Analogie zur Schrödinger-Glei- 

chung der Quantenmechanik. Die HJG als Wellengleichung eines mechanischen 

Systems 
88 


7 + Eilt,x; 


885 885 


—, = 0 
0x1 j j 30) ’ 
geht durch die formale Ersetzungsvorschrift 


08 ,nd 88, ,n®& 

ot id’ Oxk i Ok 
über in die Wellengleichung des entsprechenden quantenmechanischen Systems, 
in die Schrödinger-Gleichung (Bd.2, 818:3) 


nu 


i ne 


(f) AUFGABE. Betrachten Sie für den harmonischen Oszillator mit der Hamil- 
ton-Funktion 


H(q,p) = 3 (pP? +w?g”) 


das Bündel der durch den Nullpunkt laufenden Extremalen s > c sinws, und 
geben Sie für dieses die Hamiltonsche Prinzipalfunktion S(t,q) für0 <t<r/w, 
qeRoan. 


4.2 Die Methode von Jacobi 


(a) Eine vollständige Lösung der Hamilton-Jacobi-Gleichung ist defi- 
niert als eine Schar von Lösungen Sa: (t,q) > S(t,q,a) der HJG 


885 

— + Hit = 

dt zu ( ‚9; VaS) 0 
mit den Eigenschaften: S(t,q,a) ist C?-differenzierbar in Abhängigkeit der Va- 
riablen (t,q,a) € N x A, wobei der Parameter a = (aı,...,4m) ein Gebiet 


A CR’ durchläuft, und es gilt 





2 
(*) (a) #0 auf DXA. 
1 dar 


Auf Verfahren zur Herstellung einer vollständigen Lösung gehen wir in (b) ein. 
Wir beschreiben zunächst, wie aus einer vollständigen Lösung S(t,q,a) der 
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Hamilton-Jacobi-Gleichung eine Lösung der Hamilton-Gleichungen 2.1 (b) kon- 
struiert wird: Zu gegebenen Parametern ae A,b= (bı,...,bm) bestimmen wir 
eine C!-differenzierbare Auflösung der Gleichung V,S5(t,q,a)=b nach q, 


1) V.S(t,q, a) =b q= Qlt,a,b). 


(Dies ist nach dem Satz über implizite Funktionen in einer Umgebung jedes 
Datensatzes (to, gu, a0, bo) mit bo = VaS(to, 99,0) möglich.) Dann setzen wir 


(2) Pt,a,b) := VaS(t,Q(t,a,b),a). 


SATZ (JACOBI 1837). Für jeden Satz a,b von Parametern mit (1) ist 
eine Lösung der Hamilton-Gleichungen. 


Ein Lösungspaar £ > (q(t),p(t)) der (HG) mit vorgegebenen Anfangswerten 
q(to) = 90, P(to) = P, ergibt sich dabei durch 


q(t) = Q(t,ao,bo), p(t) = P(t,ao, bo), 


falls die Gleichung VgS(to,q40;a0) = P, eine Lösung ao besitzt und bo := 
VaS(to,g0,a0) gesetzt wird. Letzteres folgt unmittelbar aus (1) und (2). 


BEMERKUNGEN. (i) Beifestem a liefert Gleichung (1) das Bündel der Bahnen 
t> (t,q(t)) mit Wirkungsfunktion Sa, vgl. 4.1(c). Die einzelnen Bahnkurven 
des Bündels ergeben sich in Abhängigkeit vom Parameter b. 

(i) Die praktische Anwendbarkeit des Jacobischen Verfahrens beruht auf der 
Möglichkeit, in wichtigen Fällen eine vollständige Lösung der HJG durch Se- 
parationsansätze zu finden, siehe (b). Als Beispiel behandeln wir in 4.3 das 
eingeschränkte Dreikörperproblem. 

(ii) Die der Jacobischen Methode zugrundeliegende Idee lässt sich mit dem 
Konzept der kanonischen Transformationen motivieren, siehe GIAQUINTA-HIL- 
DEBRANDT [7, II] Ch. 9, 3.3. 


BEWEIS. 


Wir lassen der Übersichtlichkeit halber die Argumente größtenteils weg. Aus 
der HJG 95 + H(t,q, VgS) = 0 folgt durch partielle Differentiation nach den 
a; und den 9 


m 


9° 9° 
(t — = 
” da; It 23 ‚4 VaS) da; Oqr e 











Ei: 


025 „09H n 025 
4 t (t _ 
N a N) Dar EN) a > 
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Aus (1) und (2) folgt für q(t) = Q(t,a,b), p(t) = P(t,a,b) 


a), =, 
(de I al)sa). 


Ableiten von (5) nach t liefert 


7 d =. 
( ) .- + dqr da; Zi 
Daraus ergibt sich mit (3),(6) nach Vertauschen der zweiten Ableitungen 


&S 


öH a 
Band (it < 7 aerpte)) =0 Mr imt....m 


Dieses Gleichungssystem für die in Klammern stehenden Ausdrücke hat wegen 
(*) nur die triviale Lösung, somit folgt die erste Gruppe der HG 2.1 (b) 


Ableiten von (6) nach t liefert unter Berücksichtigung von (8) und (4) 


El il öH 
Bu) = ” > ARE u) = 7, a),Pi), 











das ist die zweite Gruppe der HG 2.1 (b). 





(b) Separation der Hamilton-Jacobi-Gleichung. In einer Reihe von Fäl- 
len lässt sich eine vollständige Lösung der HJG durch Lösung impliziter Glei- 
chungen f(z,c) = c und durch Berechnung von Integralen gewinnen. Dies 
ergibt sich aus dem Separationsansatz 


S(t,q) = S(t,q1,:...,gm) = So(t) BEER: gr) 
k=1 


Entscheidende Voraussetzung für den Erfolg eines solchen Ansatzes ist die Wahl 
geeigneter, der Geometrie des Problems angepasster Koordinaten. 


Hängt die Hamilton-Funktion nicht explizit on t ab, so lässt sich der Zeitanteil 
von S durch den Ansatz 


S(t,gq) = -Et+W(q) 
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abtrennen; dabei muss W die reduzierte Hamilton-Jacobi-Gleichung 
H(q,VW)=E 


erfüllen. Führt der Separationsansatz W (qı1,...,qm) = Sı(qı) +... + Sm(gm) 
für eine Lösung W der reduzierten Gleichung auf eine Gleichung der Form 


m 


Fr (ax, Sr (ar), E) = 0, 
k=1 
so ergeben sich die Gleichungen fr (gr, S;,(qr), E) = cr mit passenden Kon- 
stanten cr. Im Fall m = 2 folgt aus fı(qı, Si(qı),E) + fa(q2, S(g2),E) = 0 
beispielsweise die Existenz einer Konstanten a mit 


Aa, Sı(q),E) = a = - f2(@,5%(0),E). 


Aus den letzten Gleichungen ergeben sich die Funktionen $; durch Auflösung 
und Integration, und wir erhalten eine Lösung der HJG in der Form 


S(t,q1,9,a1,a2) = —a2t + Sılqı,aı,a2) + S2(q2,a1,a2) 


mit aı :=a, a2 := E. Nach diesem Muster verfahren wir beim eingeschränkten 
Dreikörperproblem 4.3. 


4.3 Das eingeschränkte Dreikörperproblem 


Wir skizzieren JACOBIs Integration der 

ebenen Bewegung einer Punktmasse m 

im Gravitationsfeld zweier ortsfester kxa 
Punktmassen mı und ma, gegeben um 
1843 in seinen Königsberger Vorlesun- 
gen. 

Wir setzen mı > ma voraus und be- 
zeichnen die Abstände des bewegten rı /r2 
Massenpunktes zu den beiden ortsfes- 
ten Massenpunkten mit rı,ra. Wählen > 
wir das kartesische Koordinatensystem (-e, 0) (e, 0) xı 
X%1,%2a wie nebenstehend skizziert, so 
ergibt sich für die kinetische und po- 
tentielle Energie 








T=3m(i+), U= -Gm( 4 22), 


dabei ist G die Newtonsche Gravitationskonstante. 


Bei dieser Koordinatenwahl lässt sich die Separationsmethode 4.2 (b) nicht an- 
wenden. Beachten wir aber, dass im Fall mı > ma annähernd eine Ellipsenbahn 
mit Brennpunkt in (-eg,0) entsteht und daher rı + ra nahezu konstant ist, so 
bietet sich die Wahl elliptischer Koordinaten an. 
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(a) Einführung elliptischer Koordinaten. Sei G C R? eine der zwei Halbebenen 
Ix2 > 0} bzw. {za < 0}. Für (x1,x2) € G setzen wir 


1 1 
D) qa:=sfr+tr), @ := zs(r ra). 
2 2 
Aus (aı+e)’+23=r7 und (cı -e)?+23=13 folgt 


2 2 2 2 2 2 
dexı = r] —-r3, 2 =1r-ı-P2eı -eE, 





daraus mit (1) 


1 1 
2) mı=-an, 2 = 3 (a EP) -@), 





d.h. (z1,22) € G ist durch (gı,g2) eindeutig bestimmt. Aus (1) folgt qı > g, 
und aus (2) folgt |ga| < e für (1,22) € G. Somit wird G durch die Koordina- 
tentransformation (1) bijektiv auf 


3) 02 = {(q,@) la >e,|gal<et} 


abgebildet. Für eine C!-Kurve t > (zı(t),x2(t)) und ihre Bildkurve t + 
(qı(t),g2(t)) unter (1) folgt aus (2) 


1: i 
= (dıq2 + q1de), 


® | 2 . 2-82 . 
2= +7 re, qıdı 2 242). 


Daraus ergeben sich die kinetische und die potentielle Energie in elliptischen 


Koordinaten 
«2 2 
my2 2 91 92 
T=— — + 5 
2 (a (4 =) 


1 Pie 
U= -Gm Le + ma = -— — an . mit 
qı+@ q1-a@ 2m 1-% 


iı = 

















(4) ca:= 2Gm? (mı+me), a := 2Gm? (mı - ma) >0. 


(b) Aufstellung der Hamilton-Funktion. Für die Lagrange-Funktion 
L(q, 92, v1, v2) = T(qı, 92, v1, v2) — U(q, 42) 
ist das Gleichungssystem L,, (91,92, v1,v2) =pr (k = 1,2) äquivalent zu 


vı = hı(@,@))pı, va = ha(a,g))p2 mit 
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1 -E Se? 
(5) hılaua) = — 3m , halaı,a) = — 
m(g -@) m(g -&) 
Damit ergibt sich die Hamilton-Funktion 


1 cıgı - c2a 
(6) Hfq,g,P1,P2) = > h1(a1,0)p} 5 h2(a1,02) 3 -  — = 
2m 1-9 


(c) Separationsansatz. Die reduzierte Gleichung H({qı,g92, 91W, WW) = 
gestattet erst dann die Anwendung der Separationsmethode, wenn wir sie mit 
2m(q _ q) >0 multiplizieren. Diese erhält dann die Form 


(# _ &?) (9, W)” -cgqgı -2mEg = (@ = &?)(&W)” - 09 -?2mEg. 


Der Separationsansatz W (g1,92) = Sı(qı) + S2(q2) führt nach 4.2 (b) auf die 
Gleichungen 


N (#-2)Sla) -caq-2mEq = a, 


3) (@-) Ha)” -nn-2mEg = a 


mit einer Konstanten a. Für die Auflösung dieser formal identischen Gleichungen 
nach Sj(qı) bzw. $3(g2) ist zu beachten, dass qı >e und |@| <e in Q gilt; 
ferner ist die Auflösung nur möglich, wenn 


(9) -ag-2mEq <a<-ag-2mEg. 


Diese Gleichung ist für alle (q1,92) € erfüllt, wenn wir E>0Ounda<0so 
wählen, dass 


-ce-2mE’e? <a< - one -2mE’e, 


was wegen 0 < c2 < cı möglich ist [öAl. 


Wir fixieren (m,n2) € N und betrachten unter der Bedingung (9) die folgenden, 
von den Parametern a, E abhängigen Lösungen Sı von (7), Sa von (8), 


Nr: Van, 


(10) Sı(q1.a,E) = 
— Vs? — &2 


(11) S2(g2,a,E) er 


ar: vw m, 
Ver — 52 
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(d) Ein vollständiges Integral der Hamilton-Jacobi-Gleichung. 
Mit den Bezeichnungen aı := a, aa := E ergibt sich nach 4.2 (b) durch 


(12) S(t,q1,92,a1,a2) := —aa2t + Sı(gı,a1,a2) + S2(g2,aı,a2) 
eine Lösung der HJG. Mit den Abkürzungen 


(13) uı(s,aı,a2) := Y(s?- e?)(aı +cıs +2maas?), 





(14) u2(s,aı,a2) := / (E? - s?)(-aı — cas — 2mazs?) 





ergibt sich aus (10), (11) und (12) 


a1 q2 
oJ 1 ds ds 
15) Da = Dane Fer Mia a 
>) da, | ‚4, 92,01,02) 2 En en )" 
n n2 
aı e a2 a 
oJ s“ ds s“ ds 
16) ke Br ee Fe, 
1) Zum = tm aan” Jenna) 
n n2 


Es folgt 


2 22 
au ( rn  ! 


9g: dar 2 u1(gı1,a1,a2)u2(q2,a1,a2) 
wegen qı > e& > |g2|. Also ist S ein vollständiges Integral. 


(e) Lösung des Anfangswertproblems für die Hamilton-Gleichungen. Wir be- 
stimmen mit der Jacobischen Methode Satz 4.2 (a) eine Lösung 


t > (q(t),p(t)) = (n(t),q2(t),pı(t),p2(t)) 
der HG mit 
q(0) = (m,m) ED, Pp(0) = (W1,%). 


(i) Nach 4.2(a) haben wir aı,aa so zu wählen, dass V4S(0,n1,72,a1,a2) = 
p(0) gilt. Nach (10) und (11) bedeutet dies 


aı + cım + 2maam = (m - €”), 
-a1 - am — 2maam = W%(e — m). 


Wegen m > e > |n]| ergibt sich aa durch Addition dieser Gleichungen und aı 
dann aus der ersten. Mit den so festgelegten Zahlen a = aı, E = aa bilden wir 
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die Funktionen uı,u2 gemäß (10) und (11), wobei wir beachten, dass (9) für 
qı = m, 9 = m nach den vorangehenden beiden Gleichungen erfüllt ist. Damit 
ist auch S nach (12) festgelegt. 


(ii) Eine Lösung t + q(t) des Anfangswertproblems ergibt sich nach 4.2 (a) 
durch Auflösung der Gleichung 


Vas(t, alt), a) = VaS(0, q(0), a) : 
nach q(t). Wegen (15) und (16) besagt diese Gleichung Va S(t,q(t),a) = 0, also 


q1() q2(t) 


d d 
(17) ——- | —— =0, 
u1(S,a1,Q2) u2(s,a1,a2) 
m n2 
qı(t) q2(t) 
es Zee Pr. Ben 
u1(S,a1,Q2) u2(s,a1,a2) m 
m n2 


Diese Gleichungen bestimmen gı(£) und q2(t) eindeutig, allerdings lassen sich 
die auftretenden elliptischen Integrale nicht in geschlossener Form angeben. Für 
die praktische Auswertung der Formeln (17) und (18) können Tafelwerke über 
elliptische Integrale oder Näherungsmethoden, z.B. Reihenentwicklungen her- 
angezogen werden. 


Die Impulse pı (t) und pa(t) ergeben sich aus p(t) = VaS(t,q(t),a). Wir erhal- 
ten 


unlqı(t),a1,a2) 
al? -e ° 


u2(g2(t),aı,a2) 


p{t) = &2 — q2(t)? 


pı(t) = 
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85 Geometrische Optik und parametrische Variations- 
probleme 


1 Übersicht 


(a) In der geometrischen Optik wird die Ausbreitung des Lichts durch zwei dua- 
le Bilder beschrieben: Bewegung von Lichtpartikeln längs Strahlen, welche dem 
Fermatschen Prinzip genügen, und Fortschreiten von Wellenfronten nach dem 
Huygensschen Prinzip. Beide Bilder sind zueinander äquivalent: Jede Schar von 
Wellenfronten bestimmt ein diese transversal durchsetzendes Strahlenbündel, 
und zu jedem Strahlenbündel gehört eine Schar von Wellenfronten. Der mathe- 
matische Formalismus, welcher die beiden Bilder verbindet, wurde um 1830 von 
HAMILTON entwickelt und später auf die Mechanik übertragen. 


Lichtstrahlen genügen dem Fermat-Prinzip: Für jedes hinreichend kleine 
Teilstück C eines Lichtstrahls ist das Laufzeitintegral 


LE-|:® 
ce ’ ce ° 


(n = Brechungsindex, c = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum) nicht größer als das 
für Nachbarbahnen mit gleichen Endpunkten. 


Ist q: 1 > R? eine Parametrisierung des Kurvenstücks C, so läst sich das 
Laufzeitintegral über C' als Variationsintegral 


£(q,1) = [ L(a(s),4(s)) ds 


mit einer Lagrange-Funktion Z schreiben. Diese Funktion ist bezüglich der Ge- 
schwindigkeitsvariablen homogen, d.h. es gilt L(y,Az) = |A| L(y,z) für A ER. 
Integranden mit dieser Eigenschaft heißen parametrisch. Solche Lagrange- 
Funktionen sind nicht elliptisch, so dass eine für die Formulierung des Wellen- 
bildes benötigte Hamilton-Funktion nicht nach dem Muster der Mechanik wie 
in 8$4:2.1 aufgestellt werden kann. 


Jedoch hat die optische Lagrange-Funktion L eine Eigenschaft, die wir para- 
metrisch-elliptisch nennen, welche die Konstruktion einer modifizierten Ha- 
milton-Funktion H erlaubt. Diese modifizierte Hamilton-Funktion erweist sich 
ebenfalls als homogen. Für ein isotropes Medium mit Brechungsindex n(gq) 
zum Beispiel lautet die Lagrange-Funktion L(p,v) = c"'n(q)||v||, und für 
die Hamilton-Funktion ergibt sich H(p,q) = en(q) '||p||. 


Das Fermat-Prinzip führt auf die Hamilton-Gleichungen für Lichtstrahlen 
q = VpH(q,p), p = — VaH(q,p) 


in den Stetigkeitsbereichen des Brechungsindex n, und auf das Brechungsge- 
setz auf Flächen, an denen n einen Sprung macht. 
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Wellenfronten lassen sich außerhalb von Brennpunkten als Niveauflächen 
{S = const} einer Funktion $(q) schreiben, welche der Eikonalgleichung 


H(q,VS(q)) = 1 
genügt. Für ein isotropes Medium lautet die Eikonalgleichung also 


VS = n(a)/e- 


Da parametrische Lagrange-Funktionen auch in der Differentialgeometrie be- 
trachtet werden, behandeln wir im folgenden Abschnitt parametrische Probleme 
unabhängig vom optischen Kontext. 

(b) Die geometrische Optik kann als Grenzfall der Theorie elektromagneti- 
scher Wellen in nicht magnetisierbaren Medien bei hohen Frequenzen aufgefasst 
werden. Unter geeigneten Annahmen führen die Maxwell-Gleichungen auf die 
Wellengleichung für jede der 6 Komponenten u(x,t) des elektromagnetischen 
Feldes, 


n? Pu 


= 38” Au mit n= /ne. 
Der Ansatz 
u(x,t) = Re {A(x) en 
liefert eine Lösung, wenn A und S die Bedingung 
1 AA 
w2 A 
sowie die weitere Bedingung 2(VS, VA) + AAS = 0 erfüllen [GA]. Für  — oo 
ergibt sich die Eikonalgleichung ||V.S]| = n/c für ein isotropes Medium. 


2 
2 n 
Ivsj? - 5 = 


2 Parametrische Variationsprobleme 
2.1 Parametrische Lagrange-Funktionen 
(a) Eine Lagrange-Funktion 
L:QxR”-R, (y,z) » L(y,z) 
heißt parametrisch, wenn sie C?-differenzierbar auf 0x (R” \ {0}) ist und 
die Homogenitätsbedingung 
(&)  L(y,Az) = |A| L(y,z) für yeEN, zeR"”, AER 


erfüllt. Dabei ist N ein Gebiet des R’””. Aus den Voraussetzungen folgen die 
Stetigkeit von L auf 2x R”, die Symmetriebedingung L(y,-z) = L(y,z) 
und L(y,0) =0. Die partiellen Ableitungen L,,(y,0) existieren nicht. Das 
zugehörige parametrische Variationsintegral für Kurven q:1— N bezeichnen 
wir mit 
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L(v,I) = Lı(v) = [ L(v,v’)ds = [ L(v(s),v’(s)) ds. 


I I 


BEISPIELE für parametrische Lagrange-Funktionen sind 


2 
Liy,2) = n(y)llzll und Liy,z) = || % giRly)zize- 
4,k=1 


Das zugehörige Variationsintegral deuten wir im ersten Fall als Laufzeit längs 
eines Kurvenstücks in einem isotropen Medium mit Brechungsindex n (c=1 
gesetzt); im zweiten Fall liefert es die Länge eines Kurvenstücks auf einer Fläche, 
vgl. 81:1.4. Näheres hierzu siehe 8$7:5.2. 


(b) SATZ. Eine auf x TR” stetige Funktion L erfüllt genau dann die Homo- 
genitätsbedingung (x), wenn L symmetrisch ist und für je zwei Parametrisierun- 
gen u:I—>N,v:JI—ND eines Kurvenstücks C CN das Variationsintegral 
gleich ist: 


L(u, I) = £L(v,J). 


Das Variationsintegral einer homogenen Lagrange-Funktion hängt also nur vom 
Kurvenstück C ab. 


BEWEIS. 

„—“: Aus (x) folgt L(y,-z) = L(y,z). Nach Bd.1, 824:1.3 gibt es eine 
Parametertransformation, das heißt einen C!-Diffeomorphismus h:T— J mit 
h’ >0 und u=voh. Wegen u’(s) = v’(h(s)) h’(s) ergibt sich aus (*) und der 
Substitutionsregel 


ze )ds = Ja h(s)), v’(h(s)) h’(s)) ds 
= ru v(h(s)),v’(h(s)) |h’(s)| ds = [EvE),v’@)) dt 
I J 
= Lv, J). 
„==“: Für yo € 0, zo # O und AX,e > 0 betrachten wir die Parametrisierungen 
u(s) = yy+Aszo auf I=[0,E, 
vi) =yo+tz auf J=[0,Ae], 
der Strecke {u(s) | s€ I}. Wegen der Parameterinvarianz gilt 
€ Ae 
[ E(yo + sAzo, Azo) ds = L(u, I) = L(v,J) = [ L(yo +tzo, zo) dt. 
0 0 


Durch Ableiten nach e an der Stelle e = 0 ergibt sich 
L(yo: Azo) zZ AL(Yo, 20) für (Yo; Zo) ENXR". 
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Wegen der Stetigkeit von L folgt L(y,,0) = 0, und aus der Symmetrie von L 
in der z-Variablen ergibt sich für A <0 


L(yo,Az0o) = L(yo, -lAlzo) = L(yo, lAlzo) = [A| L(yo, 20): 

















2.2 Eigenschaften parametrischer Lagrange-Funktionen 


(a) SATZ. Die Ableitungen einer parametrischen Lagrange-Funktion L genügen 
für z#0 den folgenden Relationen: 


(a 
2 


Lz(y‚,z)z = L(y,z) (Euler — Relation), 
L2z(y,2)z = 0, 

Lyz(y,2)z = VyL(y,2), 

Ly(y;Az) = AlLy(y;2) für A #0, 


Lz(y,z) für A>0, 
 A-llyız) für A<0. 


) 
) 
) 
) 


(65) La(y,Az) 


Die Identität (2) zeigt, dass die Leitmatrix Lzz nicht invertierbar und L somit 
nicht elliptisch ist. Weiter ist z— Lz(y,z) nach Gleichung (5) nicht injektiv, so 
dass die Legendre-TIransformation gemäß 82:6.1 für parametrische Lagrange- 
Funktionen nicht ausgeführt werden kann. 


BEWEIS. 
Zunächst sei A > 0. Aus L(y,Az) = AL(y,z) folgen (4) bzw. (5) durch Diffe- 
rentiation nach y bzw. z und Lz(y,Az)z = L(y,z) durch Differentiation nach 
A>0. Aus der letzten Gleichung folgen (1) für A= 1 und (3) durch Differentia- 
tion nach y. Aus (1) folgt (2) durch Differentiation nach z. Die Behauptungen 
(4) und (5) für A < 0 ergeben sich analog aus L(y,Az) = -AL(y,z) [üA]. 














(b) Aus den Relationen (a) ergeben sich einige Besonderheiten für die Euler— 
Gleichung, insbesondere die Invarianz unter Umparametrisierungen. Zunächst 
merken wir an, dass das Euler-Feld 


s ++ Erı(v)(s) := V,L(v(s),v’(s)) — z [VzL(v(s), v’(s))] 


nur Sinn macht für reguläre C?-Kurven, d.h. für C?-Kurven v mit v/(s) #0; 
insbesondere gilt das für C?-Lösungen der Euler-Gleichung. 


Satz. Für eine parametrische Lagrange-Funktion L und jede reguläre C?-Kur- 
ve v ist das Euler-Feld Er(v) orthogonal zum Tangentenvektorfeld v’, 


Eı(v) Lv‘. 
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BEWEIS. 


Mit der Kettenregel ergibt sich unter Fortlassung der Argumente v, v’ 


(Eı(v),v’) = 


=: 


II 
Fi 


C26; = + [L.;]) u 


m 
ı „ R 
(L,, N Lypzidr — Lzyz,0%) % 
k 


Il 
u 


II 
a 


m 


=1 
= (v’,V,L) rm =: yrz;di + Das :) 
k= 


i=1l 


= (v/,V,L) — (vV/,Lyzv') — (V",LzzV') 





nach (2) und (3). 











(c) SATZ. Aus jeder regulären Lösung der Euler-Gleichung einer parametri- 
schen Lagrange-Funktion L entsteht durch Umparametrisierung wieder eine 
Lösung der Euler-Gleichung von L. 


BEWEIS. 


Sei u eine Lösung der Euler-Gleichungen 


(EG) Lulu) = GE )] = I (Evnla Wu + Lam lu anf) 


(k = 1,...,m). Wir nehmen zunächst an, dass v = uohmit h’ > 0. Dann 
ergibt sich mit den Formeln (a) und der Abkürzung h für h(s) 


[2.,(v(9),v/()] = Z[2. won, (wWon).m)] © 


Ts [L:, (uoh,wWo h)] 


>18 


ds 


=, (Lyz,(uoh,wWoh)woh+Lz,.,(uch,uoh)u oh) h 
i=1 


= 7,(woh,uwoh)h @L,,(uoh,wWonh’) = L,,(v(s),v’(s)) 


für k = 1,...,m. Der Fall h’ < 0 ergibt sich in analoger Weise mit Hilfe der 
Beziehungen (4) und (5) mit A< 0 [üa]. 














2.3 Übergang zu nichtparametrischen Problemen 


Wir beschreiben zwei Wege, ein parametrisches Problem in ein nichtparametri- 
sches elliptisches Problem zu transformieren. 
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(a) Wahl einer Kurvenkoordinate als Parameter. Wird eine Kurvenko- 
ordinate bei allen betrachteten Kurven injektiv durchlaufen, so kann sie als 
Kurvenparameter verwendet werden. Diese Situation ist z.B. beim Fernrohr ge- 
geben. Wird die optische Achse des Fernrohrs als xı-Achse gewählt, so lassen 
sich alle interessierenden Lichtstrahlen in der Form x > (z,uı(z),u2(x)) para- 
metrisieren. Das Laufzeitintegral für isotrope Medien erhält dann die Form 


[re u(z),us(@))Y1+ u(2)? + us(@)? de 


mit elliptischem Integranden, welche die Formel $1:1.1 auf nicht planar verlau- 
fende Lichtstrahlen fortschreibt. 


Allgemein entsteht aus einer parametrischen Funktion L(yı,... ,Ym, 21, ,Zm) 
auf diese Weise eine nicht parametrische Lagrange-Funktion 


L°(x,q,v) = L(&,9,::-,gm-1,01,-.-,Um-ı) 
= L(2,914.2.:3 9215 ol VrR21)- 
Für w(e) := (z,u(z)) = (z,uı(&),...,um-ı(z)) gilt dann 


L(w,I) = [ 1’(z,u(z),uw‘(x)) de. 


Umgekehrt lässt sich jeder Lagrange-Funktion L(x,y,z) auf QXxR” mit IC 
R”+! eine parametrische Lagrange-Funktion Lo auf Qx R””*! zuordnen durch 
die Vorschrift 


z Zn 
Lo(yo,... »Ym, 20,---;2m) = L (yo, Um, —,.., 2) - 20. 
z0 zo 


Diese Transformation wurde beim Beweis des Noetherschen Satzes in 84:3.5 
verwendet. 
Offenbar gilt (Lo)° = L; für parametrische Lagrange-Funktionen L ergibt sich 
auch (ZI) =L [EA]. 
Satz. Eine C?-Kurve in mit Graphengestalt 

s— (,u()) = (s,11(8),-..»um-1(9)) 


löst die Euler-Gleichung für die parametrische Lagrange-Funktion L genau 
dann, wenn s++ u(s) die Euler-Gleichung für L? löst. 


Beweis als [EA]. 


Ist umgekehrt L eine beliebige Lagrange-Funktion, so ist s > u(s) genau dann 
eine Lösung der Euler-Gleichung für L, wenn s > (s,u(s)) eine (reguläre) 
Lösung der Euler-Gleichung zu Lo ist, vgl. 84:3.5 (d). 
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(b) Quadrieren des Integranden. Ein Integrand L > 0 heißt parame- 
trisch-elliptisch, wenn L:2x R” — R parametrisch ist und wenn durch 
Quadrieren ein auf Nx R” überall C°-differenzierbarer elliptischer Integrand 


L*(y,z) := 3 1?(y,z) 
entsteht. Die Leitmatrix von L* mit den Koeffizienten gik(y, 2) := L},., (Y, 2), 


L2z(y, z) = (9::(Y, z)) ’ 
ist dann also positiv definit, d.h. für yeEN,zEeR”,CZ#O silt 
% 98(y,2)Cicr = (G,L22(y,2)C) > 0. 
i,k=1 
Aus der Homogenitätsrelation 
L*(y‚Az) = 31”(y,Az) = zA”L?(y,z) = A’L*(y,z) 
ergibt sich durch zweimalige Differentiation nach A an der Stelle A =1 
MW) L*y,z) = 3 1’(y,z) = 3% gxly,2)zi2e. 
ik 
Vergleichen Sie hiermit die Beispiele 2.1 (a)! 
Aus (1) folgt wegen L> 0 
(2) Liy,z) >0 für z£20, L(y,0)=0. 
Aus (1) ergibt sich unmittelbar 


3) gir(y, Az) = gir(y,z) für AAO. 

Für parametrisch-elliptische Integranden L ergeben sich die Extremalen bei 
geeigneter Parametrisierung aus denen von L* und umgekehrt. Auf diese Weise 
lassen sich die für elliptische Probleme gewonnenen Ergebnisse wie Regularität 
und Minimaleigenschaft von Extremalen auf parametrisch-elliptische Probleme 
übertragen. Dies wird im Folgenden ausgeführt. Wir verwenden dabei mehrfach 
die Beziehungen 


De LrDsy Vol = Dr WEL, IE =. Deby: 


(c) Sei L eine parametrisch-elliptische Lagrange-Funktion. Wir nennen eine 
C!-Kurve u:7— 9, tr> u(t) normal, wenn 


Luft), ut)) = 1 
für alle t€ I gilt. Normale Kurven sind regulär nach (2). 


SATZ. Zu jeder regulären Kurve v: J — N gibt es eine Parametertransfor- 
mation h: 1 — J, so dass t > u(t) = v(h(t)) eine normale Kurve ist. Der 
Parameter t ist hierbei bis auf Translationen eindeutig bestimmt. 


Für L(y) = ||y|| ergibt sich hierbei die Parametrisierung durch die Bogenlänge. 
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Zum Beweis betrachten wir n(s = L(v x)) dx. Da v regulär ist, gilt 


n'‘(s) = L(v(s),v’(s)) > O nach (2). Kin besitzt n eine C'-Umkehrung A, welche 
das Gewünschte leistet [öA]. Ist umgekehrt u=voh normal, so erfüllt die 
Umkehrfunktion n von h die Bedingung n’(s) = L(v(s),v’(s)) [UA], also ist 
bis auf eine additive Konstante festgelegt. 


S 














Nach 2.1(b) ist das zu einer parametrischen Lagrange-Funktion L gehörige 
Variationsintegral invariant gegenüber Umparametrisierungen, und Extremalen 
gehen bei Umparametrisierung wieder in Extremalen über. Es liegt daher nahe, 
nur normale Parametrisierungen der Extremalen (normale Extremalen) zu 
betrachten. Es sei daran erinnert, dass Extremalen parametrischer Probleme 
immer regulär sein müssen. 


Sarz. Eine C?-Kurve t > uft) ist genau dann eine normale Extremale von 
L, wenn sie eine Extremale von L* ist mit L(u(to), w(to)) = 1 für ein to. 
BEWEIS. 


Wir betrachten das Euler-Feld von L längs u, 


Er(u)(t) = VyLfu(t),w()) - 5 |VaL(ut),w(t))] - 


Wegen %L*=LWzLund V,L*=LWV,L erhalten wir mit der Produktregel 
unter Fortlassung des Parameters t für das Euler-Feld von L* längs u 


(8) Erx(u) = L{u,u‘)Er(u) — % |[L{u,w‘)] V2L(u, u‘). 


Für eine normale Extremale u ist Er(u) =0 und L(u,uw) =1, also ergibt sich 
Ex (u) =. 


Zum Beweis der Umkehrung verwenden wir die Beziehungen (Er(u),u’) = 0 
aus 2.2(b) und (V,L(u,uw),w) = L(u,u’) aus 2.2 (a). Damit ergibt sich unter 
Beachtung von (8) 


0 = (E,«(u),u’) = L(u,u‘) (Er; (u), u) — Z[L(u, u)] (VL(u,w), uw) 


= - 2 [L(u,w)]L(u,uw) = - 


Tr &[L?’(u, u’)] ; 


1 
2 dt 


Somit ist L(u,u’) konstant und es folgt L(u(t),w‘(t)) = L(u(to),w(to)) = 1. 
Mit (8) ergibt sich Er (u) = 0. 














(d) Regularitätssatz für parametrisch-elliptische Integranden. 

Sei L parametrisch-elliptisch, und L* = 31? sei C’-differenzierbar (r > 3). 
Dann ist jede schwache normale PC!-Lösung der Euler-Gleichung von L eben- 
falls C" -differenzierbar. 
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BEWEIS. 


Sei u:/—N stückweis glatt mit L(u(t),u’(t)) =1 an allen Stetigkeitsstellen 
von u’, und es sei ö£r(u) = 0. Wegen LS =LLy, L2 = LLz folgt 


Be. (Ly(u, u’)p + Lz(u, u’)e‘) d= [ (L5(u, u)p+Lz(u, u’)e‘) dt 

fr I 
für alle Testvektoren 9, d.h. u ist eine schwache Lösung der Euler-Gleichung 
für L* und damit eine C”-Extremale für L* nach dem Regularitätssatz $2:3.4 
für elliptische Probleme. Aus (c) folgt, dass u eine C”-Extremale für L ist. 














2.4 Lokale Minimumeigenschaft von Extremalen parametrisch-ellip- 
tischer Lagrange-Funktionen 


Gegeben sei eine parametrisch-elliptische Lagrange-Funktion L auf 2x R” 
und u:/— 0 eine Extremale von L. 


SATZ. Die Extremale u: 1 — N macht 
das zugehörige Variationsintegral L lo- 
kal zum Minimum: 

Zu jeder Stelle tb € I gibt es eine 
Intervallumgebung J = [tı,t2]l C I 
von to und eine Umgebung UCN 
von xo = u(to) mit u(J) CU, so dass 
Ls(u, J) minimal ist im Vergleich mit 
allen regulären PC'-Kurven in U mit 
den Endpunkten u(tı), u(t2). 


Beachten Sie 2.1 (b). 





BEWEIS. 


Wir wählen eine Parametertransformation h so, dass u* = uo.h eine normale 
Kurve ist; dabei dürfen wir h(0) = to annehmen. Nach 2.2 (c) und 2.3 (c) ist 
u* eine Extremale sowohl von L als auch von L* = L?. Nach $3:2.1 (b) gibt 
es ein ö > 0, so dass [0,6] keine zu 0 längs u* bezüglich L* konjugierte Stelle 
enthält, und nach $3:2.1 (d) gibt es ein Intervall J* = [tf, 3] mit {T <0<ö< 
t3, das auch frei von längs u* bezüglich L* konjugierten Paaren ist. Aufgrund 
des Hauptsatzes $3:3.4 (a) existiert ein e > 0, so dass 


(1)  £L*(u*,J*) < L*(w, J*) 


für alle PC!-Kurven w : J* > N mit w(tf) = u*(tf), w(t$) = u*(t$) und 
|w- u*||oo <e in J*. 
Wir definieren das Intervall J und die Umgebung U von xo = u(to) durch 


J = [tı,t2] := h(J*) = hf ,62)), U:= U Kelu*(s)). 
seJ* 
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Wegen L(u*,ü*) = 1 und 2.1(b) erhalten wir für die zu L, L* gehörigen 
Variationsintegrale £, £* mit £:=13 -17 

(2) Liu J)? = L(u*,J*)? = £ = 22L*(u*, J*). 

Seininv:K- U mit K = [sı,s2] eine PC!-Kurve mit v(sı) = ultı), 
v(s2) = u(t2). Wir wählen eine Parametertransformation f : Ko — K so, dass 
vo := vof normal ist, L(vo, Vo) = 1. Hat das Intervall Ko die Länge lo, so liefert 
9(s) := c+ (lo/l)s mit passendem c eine bijektive Abbildung von J* = [t7,t2] 
auf Ko, und für die PC!-Kurve w :=vofog=voog: J*—U gilt nach der 
Kettenregel L(w, w) = (lo/l) L(vo,vo) = £o/L, also 


2LL*(w,J*) = l [ L(w,w)’ds = ? (0/0? = & 


(3) a 
= L(vo,J) = Lim, J). 





Weiter ist w(t£) = v(sx) = u(tk) = u*(tx) für k= 1,2 und ||w — u*||oo <e, 
somit folgt nach (2), (1), (3) die Minimumeigenschaft von u: J>U, 


L(u,J) < L(v,K). 

















2.5 Die Prinzipien von Jacobi und Euler-Maupertuis 
(a) Ausgangspunkt ist eine elliptische C°-Lagrange-Funktion 
L(y,z) = 3» anly)zizs - Uly) = T(y,z) - U(y) 
i,k=1 
auf 0x R”, wobei U € C?(N) nach oben beschränkt ist. Aus dieser bilden wir 
für E > supU die parametrisch-elliptische Lagrange-Funktion 
L(y,z) = Le(y,2) := 2Y(E-U(y))T(y,z). 


Für z#0 ergeben sich die partiellen Ableitungen von L= Lg durch 


L,,(;2) —— er U,,(y) + \/ Br T,,(:2); 
L:,(y, 2) A m... T.,(y. 2) ; 


Auf der Energiefläche 
Ve := (v2) ENx (R” \{0}) | T(y,2)+U(y)=E} 
gilt daher 
VyL(y,z) = -VU(y) + V,T(y,z) = VyL(y,2), 
V,L(y,z) = V%T(y,z) = W%L(y,z). 
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Hieraus folgt unmittelbar: 


Eine C’-Kurve s + u(s) auf der Energiefläche Ve (d.h. mit (u(s),u’(s)) € Ve 
für alle s) ist Extremale von L genau dann, wenn sie Extremale von Lg ist. 


Nach 82:2.1 ist Lz(y, z)z - L(y,z) = T(y,z) +U(y) ein erstes Integral der 
Euler-Gleichung für L. Daher liegt jede a Extremale u von L auf einer 
Energiefläche Vz mit E > supU, ist also auch eine Extremale von Lg. Durch 
eine C?-Parametertransformation h entsteht aus u wieder eine Extremale uoh 
von L£; diese muss aber weder auf einer Energiefläche liegen, noch Extremale 
von L sein. Daher besitzt Lx weitaus mehr Extremalen als L, und es kann 
einfacher sein, bei vorgegebener Energie E eine Extremale von Lx als von L zu 
finden. Dass dies von Nutzen ist, zeigt der folgende 


(b) SArz. Sei s-> v(s) eine Extremale von L& mit E > supU, ferner sei 


Kl 
= m 7 EN Ne), nn Zu ‚vi (n0,so Konstanten) 


und h die OTERER von n. Dann ist u:=voh eine Extremale von L 
auf der Energiefläche Vr. 


Als Folgerung ergibt sich mit dem Regularitätssatz 2.3 (d) das 


Prinzip von Jacobi. Jede Extremale von L liegt auf einer Energiefläche Ve 
und ist eine Extremale von Lg. Aus einer Extremalen v von Le ergibt sich 
durch die oben angegebene Umparametrisierung h eine Extremale u=voh 
von L auf VE. 


Mit der Bestimmung einer Extremalen von L& kennen wir zunächst nur die 
Gestalt der Bahnkurve des Systems. Deren Parametrisierung durch die Zeit 
ergibt sich dann nach obigem Satz. 


BEMERKUNG. Der Übergang von der mechanischen Lagrange-Funktion Z zur 
parametrischen Lagrange-Funktion L& erlaubt eine geometrische Beschreibung 
der Mechanik. Denn durch gir = 4(E — U)a;r ist eine Riemannsche Metrik 
definiert ($9). Deren Geodätische liefern als Extremalen von L& die Spuren der 
zu L gehörigen mechanischen Bahnen. Durch diese Uminterpretation lassen sich 
Resultate der Riemannschen Geometrie auf die Mechanik übertragen. 


BEWEIS. 


Seien h eine C?-Parametertransformation, n deren Inverse und u=voh. 
Dann gilt w(t) = v’(h(t)) h’(t) = v’(s)/n’(s) mit s = h(t), also 


Tat), wW(t)) + U(ult)) = 3 > air (ult))uet)urlt) + Ulult)) 
1 
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Daher liegt u genau dann auf der Energiefläche Vz, wenn 


‚ne _ Tw6),v’(s)) 
5 = ZU) 


für alle s. 











Der Rest der Behauptung folgt aus (a). 





(c) Das Euler-Maupertuissche Prinzip wird in der Physikliteratur häufig 
wie folgt formuliert (vgl. LANDAU-LIFSCHITZ [85, I] 844): Die Gestalt der Bahn- 
kurve eines frei beweglichen Massenpunkts in einem Potential U genügt dem 
„Variationsprinzip“ 


ö[ V2m(E-U)ds=0. 


Dabei bleibt offen, welche Variationsklasse zugrunde gelegt wird. 


Wir können das Euler-Maupertuissche Prinzip als Spezialfall des Jacobischen 
Prinzips verstehen, angewandt auf 


L(y,z) = zmlizl?-U(y), Le(y,z) = V2m(E-Uy))lall- 


Denn drücken wir für eine Bewegung t > u(t) des Massenpunkts die Zeit t 
durch die Bogenlänge s aus, t=n(s), so ergibt sich fürv=uon 


st (u,ü)dt= [ve m(E — U(u(t))) |jü(t)|| dt = m(E—-U(v(s))) ds. 


tı 


Trotz des Fehlens einer korrekten Formulierung hat das Euler-Maupertuissche 
Prinzip immer wieder als Leitgedanke gedient, vor allem bei Betrachtungen zur 
Analogie von Optik und Mechanik. 


EULER postulierte 1744 für einen beliebigen Kräften unterworfenen Körper, dass 
seine Bahn durch die Eigenschaft 


[dsv® = Minimum 


charakterisiert sei (Anhang zu Methodus inveniendi lineas curvas maximi mi- 
nimive proprietate gaudentes... [39], dem ersten Lehrbuch der Variationsrech- 
nung). Tatsächlich machte EULER von der Minimaleigenschaft keinen Gebrauch, 
sondern führte anhand von Beispielen vor, dass sich aus der Stationarität des 
Integrals die aus der Mechanik bekannten Bahnen ergeben. 


Für MAUPERTUIS dagegen war gerade die Minimaleigenschaft entscheidend; er 
sah darin ein metaphysisches Prinzip, wonach die Natur bei der Hervorbrin- 
gung ihrer Effekte immer mit den einfachsten Mitteln arbeitet, ja sogar einen 
Beweis für das Wirken Gottes. An der Frage, ob diese „Aktion“ immer minimal 
oder nur stationär ist, entzündete sich ein europaweit geführter Streit über die 
Urheberschaft und die Gültigkeit des von MAUPERTUIS propagierten Prinzips 
(zweiter Prioritätenstreit, SCHRAMM [42] S. 78ff, Funk [6] S.621 ff). 
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Eine lesenswerte Würdigung des Prinzips der kleinsten Wirkung gab MAx 
PLAnck 1915 [116]. 


2.6 Die Hamilton-Funktion H* der Lagrange-Funktion L* = 3 L* 


Sei L:N2xR”— R eine parametrisch-elliptische Lagrange-Funktion, d.h. 
Erz 31? sei C’-differenzierbar auf x R”, und die Leitmatrix 


Liz(y,2) = (9ix(y,2)) 


sei positiv-definit für (y‚,z) EN x R’””. Nach 2.2 (b) gilt gir(y, Az) = gir(Y, zZ) 
für A#0 sowie L(y,z) >0 für z£0. 


(a) Aus der Homogenitätsbedingung für L ergibt sich mit Formel (5) in 2.2 (a) 
(1) WL*(y,Az) = L(y,Az)VzL(y,Az) = AVzL*(y,z) für A>0,2z#0. 


Hieraus folgt insbesondere VzL*(y,0) = 0. Nach 82: 6.2 vermittelt die Legendre- 
Transformation von L*, 


(2) zu p= V,L*(y,z), R”"-R”, 


für jedes ye€ Q einen C?-Diffeomorphismus, dessen Bildmenge wegen (1) der 
ganze R’” ist. Daher erhalten wir eine auf QxR” definierte C°-differenzierbare 
Hamilton-Funktion H* durch 


(3)  H*(y,p) = (p,z) - L*(y,z), 


wobei z durch Auflösung der Gleichung p= V,L*(y,z) bestimmt ist. 
Die Inverse des Diffeomorphismus (2) ist nach $2:6.2 gegeben durch 


(4) pr z= WH*(y,p), R">R”. 
Aus (1) ergibt sich mit Hilfe von (2),(3) ([GA]) 
(5) H*(y,Ap) =A”H*(y,p) für A>0. 


Da nach 2.3(b) auch L*(y,Az) = A?L*(y,z) gilt, folgt durch Differentiation 
nach A an der Stelle =1 


2L*(y,z) = (VaL*(y,z),2), 2H*(y,p) = (VpH*(y,p),P), 
und daher nach (1),(2),(3) für p= V,L*(y,z) bzw. z= VpH*(y,p) 
H*(y,p) = (p,z) —- L*(y,z) = (p,z) - 3 (V„L*(y,z),z) 


(6) 1 * * 
p} (VzL (y: z), z) =L (y; 2). 
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(b) Der in 2.3 (b)(1) gegebenen Darstellung von L* als quadratische Form stel- 
len wir eine entsprechende Darstellung von H* an die Seite, welche die Dualität 
der beiden augenfällig macht. Hierzu notieren wir entsprechend der Bemerkung 
vgl. 82:3.3 (b) die Koordinaten von Vektoren zZ hier mit hochgestellten Indizes 
und die von Linearformen, insbesondere der Impulse p, durch untere Indizes, 


z=(z',...,2”) und p= (Pı,...,Pm). 


SATZ. Sind z und p verbunden durch die Legendre-Transformation 


pı = Li,(y,z), 2" = H,,(y,p), 


so bestehen die Darstellungen 


= Im), 2. P)Pi, 


g’*(y,P)Pipr. 


vn 


I*(y,2)=3% guly,2)z'z2, H*y,p)=35 
k= 


1 i, 


=” 


=1 
Hierbei ist g’*(y,p) := 3°*(y,2), und die G'*(y,z) sind die Koeffizienten der 
u (gir(y,Z)) inversen Matrix. 
BEWEIS. 
Aus L}, = L-L,, folgt mit den Rechenregeln (1) und (2) von 2.2 
gik(Y, z) = Di (y; z) 
=L; A yY; z) L:, (y; z) + L(y; z) Lz;z, (y; z) ’ 


m m 


Yogrly,z)z2* =L (9,2 >22: 2,(9,2)2" + L(y,z) PD u. lv 2) 2* 
k=1 


(7) 
= L.,(y,z) L(y,z) + L(y,2):0 = L},(y,z) = pi. 


Die inverse Legendre-Transformation ist damit gegeben durch 
B) Lo" yP)r = DI" lyz)pr = 2". 
k=1 k=1 


Mit 2.3 (b) (1) und mit (6) folgt dann für die Hamilton-Funktion 


H*(y,p) = L*(y2) = 3), 9u(y,2)2'2 














138 85 Geometrische Optik und parametrische Variationsprobleme 


2.7 Die Hamilton-Funktion parametrischer Lagrange-Funktionen 
(a) Sei L:Nx R” — R eine parametrisch-elliptische Lagrange-Funktion. 
Als Indikatrix von L im Punkt ye bezeichnen wir die Hyperfläche 

L, := {zeR” | L(y,2)=1} 


Die Indikatrix ist kompakt. Denn für y € Q gilt A = min{Z(y,z) | |z|| = 1} > 0 
nach 2.3 (b), somit L(y,z) > Al|z|| für alle ze R’”*. Hieraus folgt ||z|| < A" für 
alle z mit L(y,z) = 1, also die Beschränktheit der abgeschlossenen Menge Ly. 
Der Lagrange-Funktion Z ordnen wir die parametrische Hamilton-Funktion 
H:9xR”—R zu, definiert durch 


H(y,p) := max{(p,z) |zeLy}. 


Die für L bestehende Homogenitätsbedingung (*) in 2.1 überträgt sich auf die 
Hamilton-Funktion: H(y,Ap) = |A|H(y,p) [üA]. Mit z := p/L(y,p) folgt 
daraus H(y,p) > (p,z) >0 fur p£0. 


H(y,p)/|p|| 


Die nebenstehende Figur veranschau- 
licht das einfache Konstruktionsprinzip 
der parametrischen Hamilton-Funkti- 
on. Wir fixieren einen Punkt ye Q 
und legen für jeden Vektor p # O wie 
skizziert die Stützebene an die Indi- 
katrix Ly. Dann ist H(y,p)/||pl| der 
Abstand dieser Ebene zum Ursprung. 
Dass die Konfiguration wirklich so aus- 
sieht, zeigen wir in (c). 





BEISPIEL. Für den Integranden L(y,z) = n(y)||z|| des Laufzeitintegrals für 
ein isotropes Medium in d C R? ist Ly eine Sphäre mit Radius 1/n(y) und 


H(y,p) = |pll/n(y) BAl- 


Als zur Indikatrix duale Figur definieren wir die Figuratrix im Punkt yeQ 
als die (ebenfalls kompakte) Hyperfläche 


Hy, := {peR” | H(y,p)=1}. 
(b) Satz. (i) Für die elliptische Lagrange-Funktion L* = $ L? und die gemäß 
82:6.2 zugehörige Hamilton-Funktion H* gilt 

* _ 1 yp2 

H* = 11H? 
Insbesondere ist die Funktion H C°-differenzierbar auf 2x (R”\{0}) und es 
gilt 

H(y,p) = (VpH(y,p),p) für p# 0. 
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(i) Die Abbildung z> p = VzL(y,z) liefert für jeden Punkt ye N einen 
C?-Diffeomorphismus zwischen R”\{0} und R”\{0}, welcher die Indikatrix 
L, = {z|L(y,z) = 1} auf die Figuratrive H, ={p|H(y,p) = 1} abbildet. 

Die inverse Abbildung ist durch p> z= V\pH(y,p) gegeben. 


(ii) Für yEN, p,w7Z0 mit w_LVpH(y,p) gilt 
NN EN 


Damit erhalten wir die analytische Darstellung der parametrischen Hamilton- 
Funktion H nach dem einfachen Schema 


Lin 1*o H* HH mit L*= 31°, H*= 33H”. 





Die Transformation (ii) zwischen Indikatrix und Figuratrix stellt die parametri- 
sche Form der Legendre-Transformation dar. 


Beweis. Wir fixieren yEeN. 
(I) Zunächst zeigen wir: Für ze Ly und p= VzL(y,z) gilt 


H(y,p) = (p,z) = L(y, 2). 


Denn wegen der Elliptizität von L* ist w > L*(y,w) eine konvexe Funktion, 
also gilt nach 83:1.1 


L*(y,w) > L*(y,z)+ (VaL*(y,z),w _ z) für we R”. 


Wegen z € Ly ist L*(y,z) = 3L(y,z)” = 3. Für w € Ly ist ebenso 
L*(y,w) = 3. Weiter gilt V2L*(y,z) = L(y,z) VaL(y,z) = VzL(y,z) = p, 
somit ergibt sich 


02 (VaL*(y,z),w _ z) =(p,w-z) bzw. (p,z) > (p,w) für weLl,. 
Das bedeutet 
H(y,p) = max{{p,w) |welLy} = (p,z) für p= VaL(y,2). 
Mit der Euler-Relation (1) in 2.2 (a) folgt weiter 
H(y,p) = (p,z) = (VaL(y,z),z) = L(y,2). 
(U) Für beliebige z£0 und p= VzL(y,z) gilt 
H(y,p) = L(y, 2). 


Denn nach (2) in 2.3(b) ist L(y,z) > 0, also w := z/L(y,z) € Ly, d.h. 
L(y,w) = 1. Ferner ist V2L*(y,z) = L(y,z)V»L(y,z) = L(y,z)VzL(y, w) 
nach (5) in 2.2(a). Mit der Homogenitätsrelation für H und L ergibt sich die 
Behauptung: 
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H(y,p) = H(y, VaL*(y,z)) = H(y,L(y,z)VzL(y,z)) 
= L(y,z)H(y, VaL(y,w)) @ L(y,z)L(y,w) = L(y,2). 


(i) Es gilt H* = $H?, denn mit 2.6 (a) (6) und (II) folgt 
(IM) 

2H*(y,p) = 21*(y,z)=L’(y,z) = H°(y,p). 
(i) Die Einschränkung der Legendre-Transformation (2.6 (a) (2)) auf die Indi- 
katrix Ly = {L(y,.) =1} ist gegeben durch W,L*(y,z) = L(y,z) V„L(y,z) = 
VzL(y,z). Diese Abbildung bildet die Indikatrix L, in die Figuratrix H, ab, 
denn für ze L, gilt nach (U) H(y,p) = L(y,z) =1. 
Für die inverse Abbildung (2.6 (a) (4)) schließen wir ganz symmetrisch. 


(ii) folgt wie in 2.6 (b). Für w 1 VpH gilt unter Weglassung der Argumente: 


m m m 
0< 2» Hp, WiWk = > (3 H?);p,Wwiwr = 2» H,, Hp), wiwr 


i,k=1 i,k=1 i,k=1 














+ H)%, Ham, ww =H Y, Hpn,.wiwr = H(w, Hppw). 


i,k=1 i,k=1 


(c) Für yeN und p#0 heißt {ze R” | (p,z) = H(y,p)} die Stützebene 
an die Indikatrix Ly mit Normalenvektor p. 


SATZ. Die Indikatrix Ly liegt auf der 
dem Nullpunkt zugewandten Seite jeder 
Stützebene und berührt diese in genau 
einem Punkt. 


Die skizzierte Konfiguration enthält im 
Keim schon die Enveloppenkonstruk- 
tion von Wellenfronten nach dem Huy- 
gensschen Prinzip. 





BEWEIS. 
(i) Die Stützebene ist eine Tangential- 
ebene für Ly. Nach Definition ist 
H(y,p) = maxt(p,z) | Ly,2)=1} >0. 


Dieses Maximum unter der Nebenbedingung L(y,z) = 1 werde für zo € Ly 
angenommen. Dann gilt p = AoVzL(y,Zo) mit einem Lagrange-Multiplikator 
Ao, denn nach der Euler-Relation 2.2 (a) (1) ist VzL(y,z) #0 für L(y,z) =1. 
Für diesen gilt nach der Euler-Relation 

Ao = AoL(y, zo) En Ao(VzL(y, 20), Zo) = (P, zo) = H(y, pP) >0. 
Für ze R” folgt 


(p,z) = H(y,p) (P,Z2- 20) =0 Ao(VzL(y,20),2—- 20) = 0. 
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(i) Für zeLly, mit z#zo gilt (p,z) < (p,2Zo). 

Nach Definition von H gilt (p,z) < (p,Zo). Angenommen (p,z) = (p,z0) = 
H(y,p). Wie oben folgt p = AoVzL(y,z) mit Ao = H(y,p). Wegen L(y,z) = 
1= L(y,zo) und der Homogenitätsbedingung für L* ergibt sich 


VzL*(y,Aoz) = AoVzL*(y,z) = AoVzL(y,z) = p 
u AoVzL(y, zo) = AoVzL*(y,Zo) = VzL*(y,Aozo) 


und damit Aoz = AoZo, d.h. z= zo wegen der Injektivität von z+> W,L*(y,2). 














2.8 Die Hamilton-Gleichungen im parametrisch-elliptischen Fall 


SATZ. Die normalen Euler-Gleichungen für einen parametrisch-elliptischen 
Integranden L, 


BEN) [Well] = Wilyy), Lyy) = 1, 


sind äquivalent zu den normalen Hamilton-Gleichungen der parametri- 
schen Hamilton-Funktion H, 


(HGN) y’ = YpH(y,p), pP = -WyH(y,p), H(y,p) =1, 


d.h. für jede normale Lösung t > y(t) der Euler-Gleichung für L ist durch 
p(t) := WL*(y(t),y’(t)) eine Lösung t > (y(t),p(t)) der Hamilton-Glei- 
chungen mit H(y(t),p(t)) = 1 gegeben, und für jede Lösung t > (y(t),p(t)) 
der Hamilton-Gleichungen mit H(y(t),p(t)) = 1 ist t > y(t) eine normale 
Lösung der Euler-Gleichungen. 


BEWEIS. 


Für jede C!-Kurve t ++ y(t) gilt mit p(t) := V2L*(y(t),y’(t)) nach dem 
Beweis in 2.7 (b) 


H(y(t),p()) = Liv), y'(d)» 
woraus die Äquivalenz der beiden Normierungsbedingungen folgt. 
Nach 2.3 (c) sind die EGN äquivalent zu 


d 
Oz lVy)) = WE yND), Ly))=1. 
Diese sind nach 82:6.2 (b) äquivalent zu den Gleichungen 


(2) y = WH*(y,p), pP = -V,H*y,p), H(y,p)=1. 


Die Äquivalenz (2) <> HGN folgt aus 





VnH* = HVpH, V,H* = HV,H. 
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3 Grundkonzepte der geometrischen Optik 


3.1 Optische Medien und Fermat-Prinzip 


(a) Ein optisches Medium in einem Gebiet Q C R? ist gekennzeichnet durch 
den Brechungsindex n : x S? > Ro. Dieser schreibt die Lichtgeschwindig- 
keit c/n(q,v) in jedem Punkt q& © für jede Richtung ve R? (||v|| = 1) vor; 
dabei bedeutet c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Das optische Medium 
heißt isotrop, wenn der Brechungsindex nur vom Ort abhängt und homogen, 
wenn dieser konstant ist. Wir lassen zu, dass es endlich viele disjunkte C?- 
Flächen Tı,..., In C 0 (Grenzflächen) gibt, die 2 in Teilgebiete zerlegen 
und an denen sich der Brechungsindex unstetig verhält. Liegt in diesen Iso- 
tropie bzw. Homogenität vor, so heißt das Medium stückweis isotrop bzw. 
stückweis homogen. 


(b) Die Lagrange-Funktion des optischen Mediums, 


ass n(q, v/|v|l)IIvVil für v#0, 
g,V) = 
0 für v=0, 


stellt die Fortsetzung von n(q,v) zu einer bezüglich der v-Variablen 1-homo- 
genen Funktion auf x R? dar. (Wie in der Mechanik bezeichnen wir in der 
Optik die Variablen mit (q, v), statt wie in Abschnitt 2 mit (y,z).) 


Wir setzen im Folgenden voraus, dass für jedes Teilgebiet No von (2 ohne Grenz- 
flächen die Lagrange-Funktion L parametrisch-elliptisch ist, d.h. L* := 3 L? ist 
elliptisch und C°-differenzierbar auf Nox R°?. Damit werden stückweis isotro- 
pe und kristalline Medien erfasst; in beiden Fällen ist L*(q,v) = 3 (v, A(q)v) 
mit einer positiv definiten Matrix A(q), vgl. 2.3 (b). 


Einen Lichtstrahl beschreiben wir durch eine Kette C' aneinandergehängter 
Kurvenstücke. Für jede Parametrisierung C = {q(s) | se I} drücken wir die 
Laufzeit 7’ des Lichts längs C mit Hilfe der Lagrange-Funktion L des optischen 
Mediums aus: 


T= [:# =  Inas = 2 | ttac),a'o)as. 


c I 


Demgemäß bezeichnen wir für jede reguläre PC!-Kurve q: 1-9 das Integral 
L(q,I) = Lı(q) = [ L(a(s),q’(s)) ds 
I 


als Laufzeitintegral. 

Ist das Medium axialsymmetrisch, so reicht die Betrachtung von zweidimensio- 
nalen Modellen, auf welche sich die dreidimensionalen Begriffe und Ergebnisse 
in natürlicher Weise übertragen. 
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(c) Fermatsches und Huygenssches Prinzip. Im Teil Dioptrique des 1637 
erschienenen Discours de la Methode gewann DESCARTES das Reflexions- und 
das Brechungsgesetz durch Übertragung des Verhaltens eines elastischen Balls 
beim schrägen Aufprall auf eine Ebene bzw. beim Eintauchen in ein widerste- 
hendes Medium, in welchem der Ball vom Lot weg abgelenkt wird. Dieses Modell 
zwang ihn zur Annahme, dass ein dichteres Medium dem Licht weniger Wider- 
stand entgegensetze als ein dünneres. Von einer höheren Lichtgeschwindigkeit 
im dichteren Medium, auf die seine Annahme de facto hinausläuft, sprach er 
nicht, da er von einer instantanen Ausbreitung des Lichts überzeugt war. FER- 
MATs Einwände gegen Descartes’ Theorie führten zu langen Auseinandersetzun- 
gen, bis sich für ihn 1657 aus einem Briefwechsel mit Cureau DE LA CHAMBRE 
ein neuer Ansatz ergab: Der Lichtstrahl zwischen zwei Punkten macht die mit 
den Widerständen gewichtete Weglänge zum Minimum. FERMAT kam 1662 zum 
Ergebnis, dass dieses Prinzip das von ihm bisher angezweifelte Sinusgesetz der 
Brechung liefert, und er bewies, dass ein nach diesem Gesetz gebrochener Strahl 
die Laufzeit minimiert. 


Dass sich FERMATSs Prinzip zunächst nicht durchsetzte, hatte mehrere Gründe. 
Zum einen postulierte FERMAT eine endliche Lichtgeschwindigkeit, 13 Jahre vor 
R&MERs Nachweis. Ob diese im optisch dichteren Medium geringer ist oder 
größer, wie NEWTON 1704 in seinen Opticks annahm, blieb lange umstritten. 


Zum andern fehlte eine physikalische Begründung. Warum sollte die Natur nach 
größtmöglicher Sparsamkeit streben, und warum sollte gerade die Zeit minimiert 
werden? Welche Ursachen sorgen für die Einhaltung des Prinzips? 


In seiner Traite de la Lumiere nahm sich Christiaan HUYGENS 1678 vor, für 
Reflexion und Brechung „klarere und wahrscheinlichere Gründe“ anzugeben. Er 
erklärte die Lichtausbreitung in isotropen Medien als Fortschreiten von Wellen- 
fronten derart, dass jeder Punkt einer Wellenfront %; zur Zeit t Ausgangspunkt 
von kugelförmigen Elementarwellen ist, deren Einhüllende nach einer Zeitspanne 
At die Wellenfront Dı+A: ist. Die Elementarwellen deutete er als (aperiodische) 
Stoßwellen, wozu er die Fiktion einer allgegenwärtigen Äthermaterie benötigte. 
Lichtstrahlen waren in diesem Fall die senkrecht zu den Wellenfronten verlau- 
fenden Linien. Mit seiner Theorie konnte HUYGENS nicht nur die Reflexion, die 
Brechung sowie die atmosphärische Beugung erklären, sondern durch den An- 
satz von Elementarwellen in Form von Ellipsoiden auch Brechungsphänomene 
in Kristallen wie die Doppelbrechung beim Islandspat. 


Wir werden sehen, dass das Huygenssche Prinzip der Wellenausbreitung und 
das Fermatsche Prinzip der Strahlenoptik aufeinander zurückgeführt werden 
können. 


Mit dem Ausbau der Variationsrechnung gewann das Fermat-Prinzip an Be- 
deutung; allerdings wurde im Laufe des zweiten Prioritätenstreits (vgl. 2.4 (c)) 
mit Hinweis auf die Reflexion an Hohlspiegeln angezweifelt, dass es sich um ein 
Minimumprinzip handelt. Wir kommen auf diesen Einwand in 3.2 (d) zurück. 
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(d) Für optische Medien in einem Gebiet Q CR? ohne Grenzflächen formulie- 
ren wir das Fermat-Prinzip in zwei äquivalenten Versionen. Hierbei schreiben 
wir für reguläre PC!-Kurven q: 1 — N auf einem offenen Intervall I für die 
erste Variation des Laufzeitintegrals 

SL(g)p := S (Lad) P+Lv(H)P)dt für Pe CF(T,R?). 

I 

Das Integral existiert, weil X kompakten Träger hat. 
Fermat-Prinzip der minimalen Laufzeit. Lichtstrahlen durchlaufen re- 
guläre C?-Kurven q: 1-9, die das Laufzeitintegral L lokal zum Minimum 
machen: Zu jedem to € I gibt es eine Intervallumgebung J = [tı,t2] C I von 
to und eine Umgebung U CD von q(to) mit q(J) C U, so dass die auf J 
eingeschränkte Kurve q die schnellste Verbindung in U zwischen den Punkten 
q(tı) und q(t2) ist, 

Ls(g) = min{Ly(q*) | q* : [sı,s2] > Q PC!-Kurve in U mit 

g*(sı) = qltı), q*(s2) = q(t2)}- 

Fermat-Prinzip der stationären Laufzeit. Lichtstrahlen durchlaufen re- 


guläre C?-Kurven q: I — N, welche das Laufzeitintegral L lokal stationär 
machen: Für jedes to € I und jede Intervallumgebung J CI von to gilt 


öL(g)p = 0 für pe CA(J,R°). 


Die stärkere erste Charakterisierung von Lichtstrahlen ergibt sich aus zweiten 
zusammen mit 2.4. 

Das Fermat-Prinzip für optische Medien mit Grenzflächen wird in 3.2 formu- 
liert. 


(e) Die Euler-Gleichung des Laufzeitintegrals, 


2 [WL(ats),a/())] = VaLlals),d/(9)), 


lautet im isotropen Fall L(q,v) = n(q) ||v|| 
( 


( a”(s) _ Vnta Trier)" Br 
lol? tal) | 


[ü4]. Dabei bedeutet für v € R? der Vektor v* die Projektion von v auf die 
zu q’(s) senkrechte Ebene durch q(s): 


= v-||d(s)|| (v,a/(s)) d/(s)- 
Für jeden normal parametrisierten Lichtstrahl (L(q(t),q(t)) = 1) ist der Para- 


meter t als Zeit zu deuten. Im isotropen Fall ergibt sich durch Differentiation 
der Bedingung n(q)||ä|| = 1 


n(g) (4,8) /Iall = - (Vr(q),)lläll- 


# 


2 
v \ 
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Setzen wir dies in die Euler-Gleichung ein, so erhalten wir die normale Euler- 
Gleichung für isotrope Medien 
Vn(g) 2 


(EGN) ä = Fa DDR: 





(b) Haben wir es bei einem ebenen isotropen Modell mit Lichtstrahlen zu tun, 
die sich als Graph x > q(z) = (x,u(x)) in der x,y-Ebene parametrisieren 
lassen, so ist die Euler-Gleichung äquivalent zur Gleichung 


k(x) = we <)), 


n(z, u(e)) 


wobei 
ae u (x) a 1 en. 
[1+w(2)2)? /1 + u (x)? 1 


die Krümmung und der nach oben gerichtete Einheitsnormalenvektor des Strah- 
les an der Stelle (z,u(x)) sind (87:1.2(c)). Ziehen wir nur flache Licht- 
strahlen (|w’(x)| < 1) in Betracht, können wir diese Gleichung näherungsweise 
ersetzen durch 

ee 


TER 


Hiermit lassen sich einige optische Phänomene modellhaft beschreiben. Nehmen 
wir an, dass der Brechungsindex mit der Dichte der Atmosphäre bei wachsender 
Höhe y über der Erdoberfläche exponentiell abnimmt, 


n(z,y) = me” (m>1 0<eo<I|1), 


so liefert (*) die DG u” = 0. 
Die flach verlaufenden Lichtstrahlen 


durch den Beobachterpunkt (0, yo) 
sind also durch Parabeln 


u(2) = yo+cz- 302” 


mit |c| X 1 gegeben. Einem Beob- | | 
achter in (0,yo) erscheint demnach 
von zwei gleich hohen Türmen der 
hintere höher als der vordere (Fig.). 





Auf ähnliche Weise lässt sich erklären, dass die Sonne auch nach Versinken unter 
die Horizontebene noch sichtbar sein kann. 


Mit der DG (x) lassen sich auch Spiegelungseffekte über heissen Asphaltstras- 
sen qualitativ erklären. Wir nehmen an, dass an der Strassenoberfläche die Luft 
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dünn ist, um dann mit wachsender Höhe dichter zu werden und von einer be- 
stimmten Höhe an nahezu konstant zu sein. Dies realisieren wir durch den An- 
satz 


Es er 2uy’-) für O<y<sl1l, 
n(z,y) = 
: 1 für y>1 


mit 0 <k< 1; dabei unterschlagen wir einen nahe bei 1 liegenden Vorfaktor 
no > 1, den Brechungsindex der Luft in Höhe 1. Für die Lichtstrahlen durch 
den Beobachterpunkt (0,1) erhalten wir folgende Lösungen der DG (x): 


u) =1+cx für O<c=w(0)<1; 
für -1<c=w(0)<0 ergibt sich mit L:= n/V2k 


a für O<ı<L, 
T 
ul) = 


L 
1-c(z-L) für z>L. 


Verifizieren Sie anhand einer Skizze, dass die hier gemachten Modellannahmen 
folgenden bekannten Effekt produzieren: Blickt ein Beobachter in (0,1) über ein 
erhitztes Straßenstück der Länge L, so sieht er von einem dahinter liegenden 
Wald (x > L) die Baumspitzen längs der Strahlen mit c > O0 aufrecht, und 
längs der Strahlen mit c < 0 auf dem Kopf stehend mit darunter erscheinendem 
Himmel. 


(e) AUFGABE. MAXWELL fand 1854, dass der Brechungsindex in der Augenlin- 
se von Fischen die Gestalt n(x,y) = 2ab/(a’+r”) hat, wobeir = \/x2 + y2 der 
Abstand zur Linsenmitte (0,0) ist. Zeigen Sie, dass in einem optischen Medium 
im R? mit diesem Brechungsindex für jeden Punkt (xo,yo) ein kreisförmiger 
Lichtstrahl mit Mittelpunkt (xo, yo) existiert. 


3.2 Erweitertes Fermat-Prinzip, Brechung und Reflexion 


(a) Um die Gesetze für Brechung und Reflexion aus dem Fermat-Prinzip her- 
zuleiten, bedarf es einer Erweiterung auf optische Medien mit Grenzflächen. Wir 
führen dies für ein stückweis isotropes Medium in 0 C R? mit einer Grenzfläche 
TCO aus. Hierbei nehmen wir an, dass N\T' aus zwei Teilgebieten 01,02 mit 
Brechungsindizes nı,na besteht und setzen n; € C (9%) N ce R) fürk= 1,2 
voraus. Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch 


L(q,v) = nx(q)||v|| auf 9, fürk=1,2, 


und es gilt V,L(q,v) = n.(q)|v||"v auf 9%. 


Im Folgenden betrachten wir reguläre PC'-Kurven q: I — Q, welche die Fläche 
T nur einmal und nicht tangential treffen, in T' einen Knick besitzen und sonst 
glatt sind: 
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q(0) ET, A(0-),4(0+) E Taoyl, 
qe C(n,9ı) mit h:={teIlt<o}, 
qeC(R,0s) mit Ia:={teI|lt>0}, 


(Tagco)F bezeichnet den Tangentialraum der Grenzfläche T’ im Punkt q(0), siehe 
87:2.1(a)). Das Laufzeitintegral für solche in T gebrochene Kurven q: IQ 
ist definiert durch 


Lı(gq) := [L(a,ä)dt + [L(q,ä)dt. 
I Ig 
Das Fermat-Prinzip für ein Medium mit einer Grenzfläche formulieren wir wie- 
der in zwei Versionen: 


Fermat-Prinzip der minimalen Laufzeit. Lichtstrahlen durchlaufen in T 
gebrochene Kurven q: 1 — N, die das Laufzeitintegral L lokal zum Minimum 
machen: Zu jedem to € I gibt es eine Intervallumgebung J = [tı,t2] C I von 
to und eine Umgebung U CN von q(to) mit q(J) C U, so dass die auf J 
eingeschränkte Kurve q die schnellste Verbindung in U zwischen den Punkten 
q(tı) und q(t2) ist, 
£Ls(g) = min{Ly(q*) | q* : [sı,s2] 4 Q PC!-Kurve in U mit 
g*(sı) = qltı), q*(s2) = q(t2)}- 

Fermat-Prinzip der stationären Laufzeit. Lichtstrahlen durchlaufen in T 


gebrochene Kurven q : I — Q), welche das Laufzeitintegral L lokal stationär 
machen: Für jedes to € I und jede Intervallumgebung J CI von to gilt 


öL(gq)p = 0 für alle pe CA(J,R?) mit p(0) € TaoyT. 


(b) Satz. Äquivalente Aussagen sind: 

(1) Das Fermat-Prinzip der minimalen Laufzeit. 
(2) Das Fermat-Prinzip der stationären Laufzeit. 
(3) Für jeden Lichtstrahl q:I > N gilt: 

(i) die Euler-Gleichung 


d 5 . 
dt [V,L(q,4)] = VaL(g,4) auf I und I, 


(ii) das Brechungsgesetz in y=q(0), 


vi 
Ivall 


v2 


na(y) 


IIvali 


nı(y) LT, 





wobei vı = 4(0-), va = Q(0+) die einseitigen Tangentenvektoren von q an 
der Stelle t=0 sind. 
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BEMERKUNGEN. (1) Aus dem Brechungs- 
gesetz folgt das nach SNELLIUS benannte 
Sinusgesetz 


nı(y)sinaı = na(y)sinaa 


für die Winkel &, zwischen v;, und der 
Flächennormale im Punkt y. 





(2) Trennt die Grenzfläche T' zwei aniso- 
trope Medien mit Lagrange-Funktionen 
L(q,v) = nx(q, v/|Ivil) Ivil auf 2% (& = 


1,2), so ergibt sich aus dem folgenden Beweis das Brechungsgesetz in der Form 
V,L(y,vı) - WL(y,va2) 1 T,T. 

(3) Es liegt auf der Hand, wie die beiden Fermat-Prinzipien für ein Medium 

mit mehreren Grenzflächen zu formulieren sind. 

BEWEIS. 


()(2): Seiiq:I—0 ein im Sinne des Fermat-Prinzips (1) in T’ gebro- 
chener Lichtstrahl. Für diesen existiert eine Intervallumgebung J = [-e,e] von 
0 und eine Umgebung U von y := q(0) mit q(J) CU, so dass das auf J einge- 
schränkte Kurvenstück q die Laufzeit £5 in U minimiert. Es sei g € C(I,R?) 
ein Testvektor mit suppgp C] -g,e[ und (0) € TacoyT- 


Wir wählen eine Kurve 


s>r(s), |-6,ö[>T mit r(0)=y, (0) = £(0), 





weiter fixieren wir d € O%°(]-e,e[) mit (0) = 1 und setzen 


a.) := alt) + sel!) + WE) RL) -y- sp) für se]-&öl,teJ. 
Für hinreichend kleines ö > 0 ist q, eine PC!-Kurve J— U und es gilt 





(t) = qlt) für tEeJ, 

q,(e) = ale), q,(-e) = q(-e) für se] 5,öl, 

q,(0) = r(s)ET und 4,(0+) Tag für se] - 6,Ö|, 
q.t)EM für t<0, q(t)EN für t>0 und se]-6,06l, 








— 4,(t) = olt) für teJ. 
Aus der Minimumeigenschaft von q: J— U folgt dann 


£s(g,) 2 Lila) = Lilq) für se] 6,Ö|, 


und damit 
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d 
0 = 5°) 





(La(a.4) + Lv(q,4) 2) dt 


No 4. 


(La(9, 9) + Lv(q,9) 2) dt = öL(q)e. 


2) (3): Si q:1—0 ein im Sinne des Fermat-Prinzips (2) in T’ gebro- 
chener Lichtstrahl. Für Testvektoren g € C(I,R?) mit suppp C Ih oder 
supp £C Ia gilt %(0) =0 € Ta(oyl', daher nach dem Fermat-Prinzip (2) 


öLn(p = 0 und öLr(q)p = 0, 


und es folgen die Euler-Gleichungen auf /ı und /z nach 82:1.3. 
Zum Nachweis des Brechungsgesetzes wählen wir w € T,T. 
Es sei J =] - 8,€e| für 0 <e < 1 und d € C2(J) eine Testfunktion mit 


ı(0) = 1. Dann ist lt) := d(t)w ein Testvektor mit suppp C ]-g,e[ und 
£(0) =wETyT. Nach dem Fermat-Prinzip (2) gilt 


0 = SLla)e = | (Lala 0 P+Lv(a,4)o) dt 


{0} z € 
= [ (La(ad)P+Lv(aä)d)dt + [ (La(a,4)P+Lv(a,ä)o) dt. 
Ze 0 


Partielle Integration und Verwendung der Euler-Gleichungen auf Iı und Ia lie- 
fern 


0= Lade|. + law], 
= L(q(0),40-))E(0) — Ly(a(0),&(0+)) (0) 
= (WLty,vı) - WLly,v2), 20) = (mer eo) w): 


Da we T,yT beliebig gewählt war, erhalten wir das Brechungsgesetz 


vı 


my); 


v2 
al SE; 
Ivill IIval| : 


(3)—> (1): Der Nachweis des Fermat-Prinzips der minimalen Laufzeit erfordert 
in Analogie zu 83:3.4 eine Feldtheorie mit gebrochenen Extremalen, auf die wir 
hier nicht eingehen können. Wir verifizieren für den Spezialfall eines Mediums 
mit stückweis konstantem Brechungsindex die lokale Minimumeigenschaft des 
Laufzeitintegrals nachfolgend in (c). 











(c) Wir betrachten in der Ebene eine Grenzlinie T = {(s, f(s))|s e R}, di 
zwei Gebiete mit konstanten Brechungsindizes nı und na mit na > nı trennt. 
Es gelte f € C?(R) und f(0) = f’(0) = 0. Gegeben sei ein im Punkt y=0 
gebrochener Lichtstrahl und auf diesem Punkte q, = (-rısinaı,—rıcosaı) 
und 95 = (r2sin a2,r2 cosaa) mit rı,r2 >0, O<aı,a2 <r/2. 


(0) 
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Für s € R liefert die skizzierte stück- 
weis gerade Vergleichskurve von qgı 
über y(s) = (s, f(s)) nach q, die Lauf- 
zeit 





L(s) = nılly(s) - qull+nelly(s) - all, 
und es folgt 





L’(0) = -nı sinaı — na sinaa = 0, 
L"(0) = een (cosaı _ rıf" (0)) 
rı 
n2 COS Qa2 „ 
z (cos a@a+raf (0)). 


Sind die Punkte q, und q, hinreichend nahe bei y = 0 gelegen, d.h. sind rı, ra 
hinreichend klein, so folgt L”’(0) > 0. Falls y(s) hinreichend nahe bei y liegt, 
so ergibt sich L(s) > L(0). 

Damit haben wir für diese Situation das Prinzip der minimalen Laufzeit in einer 
hinreichend kleinen Umgebung des Kurvenpunktes y = q(0) verifiziert. 

Für weit von y entfernte Punkte q,, q, kann hingegen L”’(0) < 0 eintreten, 
d.h. das Stück des Lichtstrahls zwischen q, und q, kann ein lokales Maximum 
der Laufzeit liefern. 


(d) AUFGABE. Übertragen Sie das erweiterte Fermat-Prinzip auf einen Licht- 
strahl £ > q(t), der im Punkt y=q(0) einer Fläche T' reflektiert wird. 

Leiten Sie für die einseitigen Tangentenvektoren vı = 4(0-), va = 4(0+) das 
Reflexionsgesetz 





vı v2 
Ivıll  Ilvell 


her, und schließen Sie auf die Gleichheit von Einfalls- und Ausfallswinkel. 
Machen Sie sich wie in (c) klar, dass der Lichtstrahl auch hier ein lokales Mini- 
mum des Laufzeitintegrals zwischen hinreichend nahe bei y auf dem Lichtstrahl 
liegenden Punkten q} , 9, liefert. 


TC 


(e) Mit der in (b) verwendeten Methode lässt sich das Problem Punkt- 
Fläche für parametrisch-elliptische Integranden L(q,v) auf 2x IR? behandeln. 
Gegeben seien eine Fläche T in O und ein Punkt g € O\T. Auf der Variati- 
onsklasse V aller PC!-Kurven u : [0,6] —> Q mit 


ula)=%;, ulß)ET, ult)EN\T fürast<ß, 


welche I’ nicht tangential treffen, betrachten wir 


ß 
F(u) = [ L(u, u’) dt. 
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Liefert eine reguläre Kurve q € V ein lokales Minimum von F in V, so erfüllt q 
die Euler-Gleichung in ]a, $[, und es gilt die Transversalitätsbedingung 


V,L(q(ß),a(B)) L Tal: 


Das folgt ähnlich wie in (b) aus der Bedingung 4F(q,) R 
kurvengq, eV vonq [EA]. 





de 0 für Nachbar- 


3.3 Strahlenbündel und Wellenfronten 


(a) Wir betrachten ein optisches Medium ohne Grenzflächen in einem Gebiet 
NER, beschrieben durch eine parametrisch-elliptische Lagrange-Funktion L, 
bzw. durch die zugehörige parametrische Hamilton-Funktion H, vgl. 2.7, 2.8. 
Lichtstrahlen identifizieren wir im Folgenden mit ihren normalen Parametrisie- 
rungen t+> q(t), für die also 


L(att),att)) = 1 


gilt; der Zeitparameter t ist dabei bis auf Translationen eindeutig bestimmt. Als 
Analogon zum Begriff des Impulses in der Mechanik ordnen wir jedem Licht- 
strahl den Wellenvektor 


t > pl) := VrLla(t), dl) 


zu und nennen die Kurve t++ (q(t),p(t)) im Phasenraum 2x R? die Erwei- 
terung der Ortskurve t > q(t). Zur Erfassung des Wellenaspekts gehen wir 
dazu über, Lichtstrahlen durch die Hamiltonschen Gleichungen 


(HG) alt) = VpH(alt),p(t)), Pt) = — VaH (gt), pl), 
zu beschreiben, zu ergänzen durch die Normalisierungsbedingung 
(N) Hlat),pt)) = 1. 


Unter einer Strahlenschar verstehen wir eine Schar £t > Q(t,c) von Licht- 
strahlen, deren Parameter c = (cı,c2) ein einfaches Gebiet A C R? durchläuft 
und für welche die erweiterte Schar 


(t,e) > Rft,e) := (Qlt,c),P(t,c)) 
mit P(t,c) := V,L(Q(t,c),Q(t,c)) C?-differenzierbar ist. 
Wir schreiben bei Bedarf co anstelle von t und vereinbaren die Abkürzungen 


Rt) a p_-ap-® _.9P 
9=89Q=7; &Q=7_, P=-aP=. AP=7,: 


für «=1,2 und 
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Qi; := (P, 9;Q) (i —_ 0, 1; 2). 


Die Lagrange-Klammern einer Strahlenschar sind definiert durch 











3 
OP; 8Q; OP; 0Q; 
ocs] = (07,00) - (P.00) = I (Ge ae — au 3) 
j=1 


(i,k € {0,1,2}). Offenbar gilt [cr,ci] = -[ci,cr]. Die Lagrange-Klammern 
sind C!-Funktionen von (t,c) = (t,cı,c2) = (co,cı,c2); die etwas ungewohnte 
Symbolik entspricht althergebrachter Tradition. 


Eigenschaften von Strahlenscharen. 


Es bestehen die Beziehungen 








(1) dıa2 — dsaı = [cı,c2] , 

2) o=1, 

(3) [cas co] = [eo,ca]l =0 (a=1,2), 
daa 


(4) FT (a=1,2), 


) Zle,a] = 0. 
Die zeitliche Konstanz der Lagrange-Klammer [cı, c2] zeigte LAGRANGE 1808. 


BEWEIS. 
(1) dra2 - ar = (A1P,8Q) + (P,9102Q) - (&P,91Q) — (P,9291Q) 


(3P,80Q) - (&P,91Q) = [cı,c2]. 


Aus den Hamilton-Gleichungen (HG), der Normalisierungsbedingung (N), und 
der Homogenitätsrelation für H aus 2.6 (b) folgt 


ao 


(P,Q) = (P,VpH(Q,P)) = H(Q,P) =1, 


3 


N 
Ica, co] = = dt 5 ca 


3 
-)) (5 2 aP)+5(a,P) “\) 








ca Op; ICa 
jel 
d 


= 7. #(Q,P)] = 0, 
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daa 


"a = {P,d.Q) = (&P,02Q) + (P, 30040) 
@ (&P,86Q) + (P,0200Q) = 0u(P,Q) = 2 @ 0. 





(5) ergibt sich aus (1) und (4). 











Der Zeitparameter t längs jedes Lichtstrahls ist bis auf Translationen eindeutig 
bestimmt durch H(q(t),p(t)) = 1. Eine für die ganze Schar einheitliche Zeitmes- 
sung wird festgelegt, wenn wir die Lage eines Zeitschnitts + := {Q(t,c) | c € 
A} für ein t relativ zur Strahlenschar vorschreiben. Die einfachste Möglichkeit 
ist, den Zeitschnitt %; orthogonal zum Wellenvektorfeld P zu wählen, 


(P(t,c),d«Qt,c)) = 0 für ceA, a=1,2. 


Bei dieser Wahl sind dann nach (4) alle Zeitschnitte orthogonal zum Wellenvek- 
torfeld; wir sprechen von einer synchronisierten Strahlenschar. 


SATZ. Eine der Bedingung 
[cı , c2] = 


genügende Strahlenschar Q kann durch Ausführung von Zeittranslationen syn- 
chronisiert werden. Die synchronisierte Schar ist gegeben durch 


Q.(t,e) := Qt r(e),c), 

P«(t,c) := VvL(Q,(t,c),Qx(t,c)) = P(t-r(c),c), 
wobei r:A—R eine C?-differenzierbare Funktion ist mit 

dot =Ga (a=1,2). 


Eine solche Funktion 7 existiert auf dem einfachen Gebiet AC R? auf Grund 
der nach (1) bestehenden Integrabilitätsbedingung (wegen der Rechenregel (4) 
können die aı,a2 als Funktionen auf A aufgefasst werden) 


dıa2 — Faı = [cı,c2] = 0. 
Die Strahlenschar Q,, ist synchronisiert, denn für TtER,ceA,a=1,2 gilt 
(Px(1,0),9aQ.(1,6)) = (P(t- r(e),c),da[Qlt - r(e),o))) 
= (PL. = Q..) dar(c) + HaQ(.. .)) 
—_ (Pı. IQ: )) dar(ce) + (P...),daQ(...)) 
= -ao(c) daT(c) + aa(c) 
= -ÖaT(c) + aa(C) 0, 








wobei die Rechenregel (2) verwendet wurde. Die synchronisierte Strahlenschar 
erfüllt wieder die Bedingung [cı,c2] = 0 Al. 
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Für eine synchronisierte Strahlenschar @ interpretieren wir die Zeitschnitte %ı 
als Träger der Signalausbreitung längs der Strahlenschar und bezeichnen diese 
als Wellenfronten. Die auf ganz Rx A gültige Beziehung 


*) (P,%&Q) =0 (a=1,2) 
wird die Transversalität von Wellenfronten und Lichtstrahlen genannt. 


Als Beispiel für ein System von Wellenfronten betrachten wir eine Strahlenschar 
Q, die durch einen Punkt q, läuft, 


Qlto,c) = fürein bEeR undalle cEeA, 


welchen wir als Lichtquelle auffassen. Die Strahlenschar ist synchronisiert, denn 
aus daQlto,c) = 0 folgt aalto,c) =0 und damit aalt,c) =0 für alleteR 
nach (4). Eine zum Zeitpunkt to von der Lichtquelle q, ausgehende Lichterre- 
gung breitet sich längs der Strahlen aus und erreicht nach der Zeit t > 0 die 
Punkte Q(to +t,c) (c € A) der Strahlenschar, also genau die Wellenfront 
2; mit s= to +t. Im allgemeinen Modell der Lichtausbreitung sehen wir von 
der speziellen Art der Lichterzeugung ab und betrachten die Transversalität als 
charakteristische Eigenschaft von Wellenfronten. 


Transversales Schneiden von Wellenfronten und Lichtstrahlen bedeutet i.A. 
nicht orthogonales Schneiden. Nur im Fall eines isotropen Mediums fallen beide 
Begriffe zusammen, weil hier der Tangentenvektor der Strahlen Att, c) und der 
Wellenvektor P(t,c) = WL(Q(t,c),Q(t,c)) gleichgerichtet sind. Das ergibt 


sich aus L(q, v) = n(q)]|v]| und p= VyL(q,v) = n(q)llvil'v. 


BEMERKUNG. Bei der Definition von Strahlenscharen (wie auch bei den nach- 
folgend behandelten Strahlenbündeln) legen wir der Einfachheit halber als Zeit- 
intervall der Strahlen die ganze reelle Achse zu Grunde. Ebenso sinnvoll ist das 
Konzept von Strahlenscharen mit beschränkten Zeitintervallen, d.h. auf einem 
schiefberandeten Zylinder 


I(t,ce)ERxXA|Tı(c) <t< Ta(e)}, 


wobei Tı < T} C?-differenzierbare Funktionen auf A sind. Nach einem Syn- 
chronisierungsprozess gehen die den Zylinder begrenzenden Funktionen 71,73 
über in Ti -rT, Ta -T. 


(b) Unter einem Strahlenbündel in DC R? verstehen wir eine Strahlenschar 
Q:RxA—D9, für welche die Integrabilitätsbedingung 


[cı,c2] = 0 auf RxA, 
und die Rangbedingung 
RangdR =3 auf Rx A 
erfüllt sind, hierbei ist R= (Q,P):RxA->NxR’CR°. 
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Durch das Modell des Strahlenbündels 
wird die Ausbreitung des Lichts 
vollständig beschrieben. Die Rang- 
bedingung schließt die Entartung zu 
einem niederdimensionalen Gebilde als 
Ganzem aus, erlaubt jedoch stellen- 
weise Entartungen in Brennpunkten, 
vgl. 3.4. Die Integrabilitätsbedingung 
sichert die Existenz von Wellenfronten, 
wie in (a) festgestellt wurde. 


In 3.6 und 3.7 zeigen wir, dass sich 
Lichtfortpflanzung außerhalb von 
Brennpunkten in äquivalenter Weise 
durch die Ausbreitung von Wellenfron- 
ten beschreiben lässt. Dabei wird die 
Bewegung der Wellenfronten durch das 
Huygenssche Prinzip gesteuert bzw. 
durch dessen differentielle Fassung, die 
Eikonalgleichung. 





Die Figur stellt ein Strahlenbündel im (t,q,p)-Raum (erweiterter Phasenraum) 
unter Verzicht auf zwei räumliche Dimensionen dar. 


Wir dürfen Strahlenbündel stets als synchronisiert voraussetzen, denn es gilt: 


Für ein Strahlenbündel Q ist die zugehörige synchronisierte Strahlenschar Q,. 
wieder ein Strahlenbündel. 


Denn (t,c) > h(t,c) = (t-r(c),c) ist ein C?-Diffeomorphismus und nach (a) 
gilt Qu =Qoh, Ps =Poh, also dQ, = dQ(h):dh, dP« =dP(h):dh nach 
der Kettenregel. Es folgt dR» = dR(h) dh, also RangdR« = RangdR(h) =3. 


SATZ. Eine synchronisierte Strahlenschar © ist schon dann ein Strahlenbündel, 
wenn es eine Wellenfront Do = {Qlto,c) | c € A} gibt, auf welcher die Rang- 
bedingung 


RangdR(to,c) =3 für ceA 
erfüllt ist. 


Diese Aussage ist insbesondere dann von Interesse, wenn wir die Wellenfront 
Do als Lichtquelle auffassen. Die Frage, welche Gebilde als Lichtquellen in Frage 
kommen, gehört zum Themenbereich der Charakteristikentheorie. 

Jede orientierbare zweidimensionale Fläche % C 0 erzeugt ein Strahlenbündel 
(mit i.A. eingeschränkten Zeitintervallen); zum Beweis siehe Bd.2, 87:3.4. 
Für eine ausführliche Darstellung der Charakteristikentheorie verweisen wir auf 
GIAQUINTA-HILDEBRANDT [7] Vol.II, Ch.8, Ch.10. 
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BEWEIS. 
O.B.d.A. sei to = 0. Für festes c € A erfüllen die Vektorfelder t > (X;(t), Yi(t)) 
= (9Q(t,c),d;P(t,c)) = ÖR(t,c) im R® (i = 0,1,2) die linearisierten 
Hamilton-Gleichungen 
(L) X) = AU)XL)+ BOY), Yıl) = C)XL) +DE)Y() 
mit 
O°H O°H 
art) = ————(qlt),p(t)), bil) = ———(gqlt),p(t)), 
= a, Dar ae) 
°H 0°H 
t),p(t)), dirlt) = - 

dad RL), Art) DER 
und (q(t),p(t)) := (Q(t,c),P(t,c)) [EA]. Nach Bd.2, 83:1.1 ist für Lösun- 
gen eines homogenen linearen Differentialgleichungssystems die Dimension des 
Aufspanns 


u ) ) )} 
5 voa)) \vım)) \v.@) 


unabhängig von t. Diese stimmt mit dem Rang der 6 x 3-Matrix dR(t,c) 
überein, welcher für t=0 nach Voraussetzung gleich 3 ist. 


(at),p()), 


Cik (£) = 




















Eine Wellenfront kann die Gestalt einer Fläche besitzen, sie kann aber auch stel- 
lenweise oder überall zu niederdimensionalen Gebilden entarten. Ein wichtiger 
Fall liegt vor, wenn ein Strahlenbündel punktförmige Wellenfronten (Knoten- 
punkte) besitzt; solche Strahlenbündel werden stigmatisch genannt. 

Wir untersuchen die Wirkung der Rangbedingung auf die Gestalt des Strah- 
lenbündels in der Umgebung eines Knotenpunktes. Ist q, ein Knotenpunkt ei- 
nes Strahlenbündels Q, d.h. gu = Qto,c) für ein to ER undalle ce A, so 
gilt IQlto,c) = &Qlto,c) = 0. Nach der Rangbedingung ist der Rang der 
6 x 3-Matrix (Argumente (to,c) jetzt fortgelassen) 


IR = Q 99 Q e %Q 0 0 
 \&P 4P &&P ) \&P AP &P 


gleich 3. Die Spaltenvektoren (0, dıP), 
(0,8,.P) sind also linear unabhän- 
gig, somit auch die Wellenvektoren 
Oı1P, &P. Daher sind die Vektoren 
010, &5Q ebenfalls linear unabhängig, 
denn Strahlenvektoren {M) und Wellen- 
vektoren P stehen nach 2.6 (b) (ii) in 
bijektiver Beziehung durch das Diffe- 
rential des Diffeomorphismus 





vop=VvL(,V): 
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Hiernach spannen die vom Knoten- 
punkt q, ausgehenden Strahlenvekto- 
ren Qto,c) (c € A) eine Fläche auf, 
was zur Folge hat, dass auch die zu 
Yo = {quo} benachbarten Wellenfron- 


ten %ı für O<|t| < 1 Flächen sind. 


Dieses Beispiel zeigt, wie als Folge der 
Rangbedingung eine räumliche Entar- 
tung des Strahlenbündels durch Beweg- 
lichkeit der Strahlenvektoren an die- 
ser Stelle ausgeglichen wird. Ähnliche 
Verhältnisse liegen bei eindimensiona- 
len Wellenfronten vor. 





3.4 Brennpunkte 
Ein Punkt q= Q(t,c) heißt ein Brennpunkt mit Brennzeit t zum Parame- 
terwert c € X eines synchronisierten Strahlenbündels Q, falls 


Rang dQ(t,c) <3. 


Die Menge der Brennpunkte bildet die Brennfläche oder Kaustik des Strah- 
lenbündels. In einem Brennpunkt q=Q(t,c) hat also das Strahlenbündel eine 
Entartung. Diese kann darin bestehen, dass sich eine Schar von Lichtstrahlen in 
q schneidet oder dass es beliebig nahe bei q Schnittpunkte von Strahlen gibt. 
Kaustiken können eine komplizierte Gestalt besitzen, siehe ARNOLD [16]. 


SATZ (VON ESCHERICH, MAYER, um 1900). Für jeden Parameterwert ce A 
besteht die Menge der Brennzeiten 


{tER | RangdQ(t,c) < 3} 


aus isolierten Punkten, d.h. jedes kompakte Intervall enthält nur endlich viele 
Brennzeiten. 
BEWEIS. 


Sei to eine Brennzeit zum Parameter ce A und g = Qfto,c). Wir zeigen, 
dass k := RangdQ(to,c) € {1,2} und dass 





Alt,c) := det dQ(t,c) = A (t - to)? "+ o((t- 0)” ") 


mit passendem A # 0 gilt; hierbei bedeutet wie im Folgenden o(s(t)) einen 
Ausdruck mit lim o(s(t))/s(t) = 0. Hiernach gibt es eine Intervallumgebung 
to 


von to ohne weitere Brennzeiten, was die Behauptung darstellt. 
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Wir lassen im Folgenden den Parameter ce im Argument fort und setzen 0.B.d.A. 
to =0. Nach 3.3 (a) Formel (2) und der Synchronisierungsbedingung gilt 


)  (P,%Q) = (P,Q)=1, (P,%.Q) =0 für a=1,2, 


also ist &9Q(0) #0 und damit k = Rang (IHQ(0), 919 (0),929(0)) > 1. 


Im Fall k = 1 folgt mit (x) 8.Q(0) = 0 für @ = 1,2. Wie am Ende von 3.3 
ausgeführt, schließen wir aus der Rangbedingung auf die lineare Unabhängigkeit 


von I,Q(0),92@(0). Weiter gilt für «= 1,2 
0 = (P,0.Q) (0) = (P(0),8«Q(0)) + (P(0),2.0(0)) = (P(0),8«Q(0)). 
Zusammen mit (x) ergibt sich, dass d0Q(0),9ıQ(0),92Q(0) linear unabhängige 


Vektoren sind. Taylor-Entwicklung an der Stelle to = 0 liefert mit dem oben 
definierten „Landau-Symbol“ o(s(t)) 


IQ) = &Q(0) +t 'o(t), Alt) =t8.Q(0) +0(t) (a=1,2). 
Wir erhalten daraus mit X := det(&Q(0), 41Q(0),82Q(0)) #0 
A(t) = det(oQ(t),A1QLt),2Q(t)) = At” + 0(t?). 


Im Fall k = 2 wählen wir eine ONB vo,vı,v2 des R? mit Span {vo,vı} = 
Span {90Q(0), 81Q(0),92Q(0)} und bestimmen wo, wı,wa € R? mit 


HA), (AR)\ (&A0)\| _ vo\ (vı 0 
son (2) "Kapoy kp) ee ws/t 
Wegen der Rangbedingung ist dann wa 7 0. Wir bezeichnen mit (V;(t), W;(t)) 
(i = 0,1,2) die Lösungen des linearen DG-Systems (L) in 3.3 (c) mit den An- 


fangsvektoren (vo, wo), (v1, wı), (0,w2). Nach Bd.2, 83:1.1 besteht dann die 
Darstellung als Linearkombination 


2 
Vi(t) RAÜE)\ ; 
== ä =0,1,2 
en & > You ( Rt ) 
mit einer konstanten, invertierbaren 3x 3-Matrix (a;r). Aus den Integrabilitäts- 
bedingungen [c;, cr] =0 folgt hiermit für «= 0,1 


(w2, va) = (W2(0), Va(0)) = (Wa(0), V2(0)) = (Wa(0),0) = 0. 


Somit gilt wa = uva für ein u # 0. Die ersten 3 Gleichungen des DG-Systems 
(L) liefern 


V2(0) = A(0)V3(0) + B(0)Wz(0) = B(0)w2 = u B(0)va. 
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Wegen v2 1 3Q(0) = Q(0) = VEH(Q(0),P(0)) gilt nach 2.7 (b) (ii) 
(V2(0), v2) =UuU (B(0)va, v2) # 0. 


Hiernach sind vo, vı, Va (0) linear unabhängige Vektoren. Taylor-Entwicklung 
an der Stelle to = 0 liefert 


Valt) = Vel0) + tot) =vatttolt) (a=0,1), 
V3(t) = tV2(0) +olt). 
Somit erhalten wir unter Verwendung von (**) 
Alt) = det (Qt), 91Q(t),2Q(t)) 
= a:det(Vo(t), Vı(t)), Va(t)) = At+ oft), 














wobei A := a: det(vo, v1, V2(0)) £ 0. 


3.5 Beispiele 


(a) Das folgende einfache zweidimensionale Beispiel kann als ebener Schnitt 
in einem axialsymmetrischen dreidimensionalen Medium mit der y-Achse als 
Rotationsachse aufgefasst werden. Es dient vor allem der Illustration der in 3.3 
und 3.4 eingeführten Begriffe. 


In einem Medium in der x, y-Ebene mit 
Brechungsindex n = 1 (also L(q,v) = 
Ivil, H(a,p) = Il) sei Qlt,c) die 
Schar der geraden Lichtstrahlen, welche 
die Parabel c > (c,c?/2) zur Zeitt= 0 
senkrecht schneiden. 

Es ergibt sich 





2 
Qlt,c)= FR DI I NER IE ’ 
v1i+2 2 vVil+c 


ie | 
vi+@2'viI+&) 
Dabei ist RangdR(t,c) = 2 für R = 
(Q,P). 
Die Kaustik ist 
{(-d,1+30/2)| ceR}, 


siehe nebenstehende Figur. 
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Die Wellenfronten %; zu den Zeiten t = (0, 3, 1, 3,2 haben die im nächsten 


Bild gezeigte Gestalt; der Übersichtlichkeit halber sind diese in verschiedenen 


Zeitebenen dargestellt. 


(b) Die axialsymmetrische Geradenschar mit ce = (cı,c2), ||c|| <1, 


Qlt,c) = ((i+-) cı, (+) c2, v2(1+2£)) mit 


w2 
wı = y1-lel’, w = y2-Ilel?, 


besitzt die nebenstehend abgebildete 


Kaustik (wir interpretieren Q nicht —— r 


als Strahlenschar eines optischen Me- | 
diums). Denn es gilt 


det dQ(t,c) 
2 t t 
ee) 
wıw2 \Wwa w2 


woraus sich für jedes c mit |je|| < 1 die 
Brennzeiten 





ti = tı(e) =-wu2, bb = t2(e) = wrws 





mit t1(0) = t2(0) = —-V2 und tı(c) <ta(c) für c #0 ergeben. 
Die Brennpunkte 
Qltz(e),e) = (Ilell’cı, llell’c2, v2(1 - wr)) 
durchlaufen den trompetenförmigen Teil der Kaustik. Die Brennpunkte 


Qltı(e),c) = (0,0, V2(1- wı)) 
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zu den Parameterwerten ||c]| <1 füllen das Segment {(0, 0,s)|0<s< v2} 
auf der Rotationsachse, der q°-Achse aus. Diese Gerade gehört zum Parameter- 
wert co = 0, und der Ursprung ist der einzige Brennpunkt mit Parameterwert 
co = 0. 


3.6 Die Eikonalgleichung 


(a) Ein synchronisiertes Strahlenbündel Q: Rx A— D nennen wir auf einem 
zylinderartigen Teilgebiet Un CRxA (vgl. Bemerkung 3.3(b)) feldartig, wenn 
Q das Gebiet Uo diffeomorph auf Do := Q(Uo) CN abbildet. 


Liegt ein Punkt gu = Q(to,co) eines Strahlenbündels ausserhalb der Kaustik, 
so gibt es wegen Rang dQ(to,co) = 3 nach dem Umkehrsatz Umgebungen Uno C 
RxA von (to,co) und No CN von g,, So dass Q einen C?-Diffeomorphismus 
zwischen Uo und 9o liefert, also auf Uv feldartig ist. 


(b) Wir zeigen jetzt, dass die Ausbreitung der Wellenfronten eines auf Uo 
feldartigen Strahlenbündels @ durch eine Differentialgleichung erster Ordnung 
beschrieben wird. Diese Eikonalgleichung erweist sich als differentielle Version 
des Huygensschen Prinzips, was wir in 3.7 nachweisen. 


Auf No = Q(Uo) lässt sich das Wellenvektorfeld als Funktion des Ortes dar- 
stellen, bezeichnet mit 


p:=PoQ':m-R°. 
Dieses ist C?-differenzierbar, weil Q und P C?-differenzierbar sind. 


Satz. Ist ein Strahlenbündll Q:RxA—ND auf UV CRxA feldartig, so 
besitzt das Wellenvektorfeld p auf No = Q(Uo) eine Stammfunktion 5, 


vVS=p. 

Die Funktion 5 genügt der Eikonalgleichung 
H(q,VS(q)) =1 fürqe 9, kurz H(q,V5) =1, 

und ihre Niveauflächen sind die auf No eingeschränkten Wellenfronten von Q, 
NM = {gem |S(q=ttat, 


wobei a eine Konstante ist. 


Die Funktion $ wird ein Eikonal (des feldartigen Teils) von Q genannt. Als 
Stammfunktion des Vektorfeldes p ist diese bis auf additive Konstanten ein- 
deutig bestimmt. Nach Definition der Wellenfronten in 3.3 (a) benötigt jeder 
Lichtstrahl £ > Q(t,c) zwischen zwei Wellenfronten , ={$ =tı ta} und 
S"ı,={S5=t2a+a} mitte >tı die Zeitspanne 


S(Alt2,e)) - S(Atı,c)) = t2-hı. 


Das Eikonal misst also die optische Distanz längs Bündelstrahlen. 
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Für isotrope Medien mit der Hamilton-Funktion H(q,p) = ||p||/r(q) lautet 
die Eikonalgleichung 


IVS(q)ll = n(q). 


An dieser lesen wir ab, dass die Wellenfronten an Stellen kleiner Lichtgeschwin- 
digkeit (also an Stellen mit großem Brechungsindex) enger beieinander liegen 
als an Stellen mit großer Lichtgeschwindigkeit. 


BEWEIS. 
3 


() Aus P=poQ folgt IP; =), &p;(Q)0;Qr. Aus der Integrabilitätsbe- 
1=1 
dingung [cı,c2] =0 und aus [co, cı] = [co,c2] =0 (Gl.(3) in 3.3 (a)) ergibt sich 


Is 


(&P; %&Q; gr KP; 9%Q;) 


0 = [ei , ex] = 


J: 


II 
- 


(dep; — pe) (Q) iQ rQ; (ük= 0,1,2). 


1 


S 
II 


I 
Ma 


5 
Hieraus folgt dep; — d;pe =0 (j,l = 0,1,2) auf No, weil die Matrizen dQ = 
(8:Q.) wegen der Diffeomorphieeigenschaft von Q an jeder Stelle invertierbar 
sind. Damit besitzt das C?-Vektorfeld p auf dem einfachen Gebiet No = Q(U)) 
eine C°-differenzierbare Stammfunktion S:Mo — R,d.h. VS=p. 


(i) Wegen VS(Q) := (VS)eQ=poQ=P ergibt sich mit der Normalisie- 
rungsbedingung (N) aus 3.3 (a) H(Q, VS(Q)) = H(Q,P) =1 und damit die 
Eikonalgleichung 


H(q,VS(q)J)=1 für gem. 





Berücksichtigen wir aus 3.3 (a) die Gleichung (2) und die Transversalität (x), so 
erhalten wir 


(So (v5(Q),Q) = (P,Q) = w=1, 
8u(5 0 (V5(Q),0&Q) = (P,%.Q) = 0. 

Somit hat S(Q(t,c)) — t einen konstanten Wert a, d.h. es gilt 
S(Qlt,c)) =t+a auf Un. 


Q) 
Q) 


Hieraus folgt die Mengengleichheit 

NND = {ge mM | S(q)=t+ta}. 
Denn für ge uN®o gilt q=Qlt,c) mit (t,c) € Uo, also S(q) = S(Qlt,c)) = 
t+a,d.h. ge{$S=t+a}. 


Umgekehrt gibt es zuqe {$=t-+a} ein Paar (r,c)E Us mit q= Qlr,c). 
Es folgt t+a = S(q) = S(Q(r,c))=T+a,alsor=tunddamit ge UnNnM. 
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(c) Wir zeigen jetzt die Umkehrung der vorhergehenden Aussage: Jede sich 
gemäß der Eikonalgleichung bewegende Flächenschar bestimmt auch wieder ein 
Strahlenbündel mit diesen Flächen als Wellenfronten. 


Gegeben sei eine Lösung $:No > R der Eikonalgleichung 
H(q,VS(q))=1 für qe%o 


auf einem Teilgebiet ou des optischen Mediums N. Dabei nehmen wir an, dass 
S C°-differenzierbar ist und eine Niveaumenge {q € 9% | S(q) = c} durch eine 
einzige C?-Parametrisierung ® : A — R? auf einem einfachen Gebiet AC R? 
überdeckt wird. O.B.d.A. sei c=0. 


SATZ. Ist $S eine Lösung der Eikonalgleichung auf No, so existiert ein Strah- 
lenbündel @ auf einem Zylindergebiet Un C Rx A, dessen Wellenfronten die 
Niveaumengen von 5 sind. 

BEWEIS. 


(i) Wir betrachten das Anfangswertproblem 
(0) gt) = VpHlalt), VS(q(t))), (0) = le) mit ce. 


Dessen maximale Lösung bezeichnen wir mit Q(t,c) und den zugehörigen De- 
finitionsbereich mit Uo = {(t,c) |cE A, Tı(e) <t<Ta(e)} CRxA. 


Aus der C?-Differenzierbarkeit von H und $ ergibt sich nach Bd.2, 85:1.1 die 
C?-Differenzierbarkeit von Q : Un — %o, und damit auch die C?-Differenzier- 
barkeit von P := (VS)oQ: Un — R°. Wir schreiben im Folgenden meistens 
P=VS(Q) anstelle von P=(VS)oQ. 


Nach der Eikonalgleichung gilt auf Uo 

() H@Q,P)=1. 

Aus (0) ergibt sich 

2) Q= VpH(Q,V5(Q)) = VpH(Q,P), 


und unter Beachtung der Euler-Relation für die homogene Hamilton-Funktion 


d . 
9) 5(8°0)=(V5(Q),Q) = (P,W’pH(P,Q)) = H(Q,P) = 1. 
Hieraus folgt 

CR) 9° 

33, 8° = Er) =. 
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Zusammen mit der Anfangsbedingung S(Q(0,c)) = S(B(c)) = 0 fürce A 
erhalten wir 


d 


3,°°®9 = 


(4) (P,%.Q) = (V5(Q),8«Q) = 


(i) Aus Q = VpH(Q,V5S(Q)) und H(Q,P) = 1 folgt nach 2.6(b) (ii) die 
Gleichung 


P = VS(Q) = WL(Q,Q), 


d.h. P ist das Q zugeordnete Wellenvektorfeld. 
Durch Ableiten von P= VS(Q) nach t ergibt sich unter Verwendung von (2) 


3 3 
B > OH R 
P; = > % SQ) Qr = 2 020) 5, %P) (i=1,2,3). 
Ableitung der Eikonalgleichung nach gi liefert 


0 = 








3 
°_TH(a,VS(q))] = $H. )&4S(q). 
gi + Opk 


SL 


Dies zusammen ergibt 


6) P= 





-5 Ro; P) (i=1,2,3). 
Das Paar R= (Q,P) erfüllt somit die Hamilton-Gleichungen (2) und (5). 
Wegen (4) ist Q synchronisiert, genügt insbesondere der Integrabilitätsbedin- 
gung. 

Nach Voraussetzung sind für c € A die Vektoren d.Q(0, c) = da®(c) (@=1,2), 
linear unabhängig. Wegen 


(P,%0Q) = (P,Q) @1 und (P,.Q) @0 (a=1,2) 


sind dann auch %Q(0, c),dıQ(0,c),d2Q(0,c) linear unabhängig, d.h. es gilt 
RangdQ(0,c) = 3. Damit ist die Rangbedingung RangdR = 3 auf der Start- 
fläche ($ = 0} = %o erfüllt, was nach dem Satz in 3.3 (c) die Rangbedingung 
überall sichert. @ ist damit ein Strahlenbündel auf Uo. 


(iii) Nach (3) und (4) gilt 


[0] [0] 
„5°Q = ca 


Wie im Beweis des Satzes in (b) folgt hieraus S(Q(t,c)) = t+ c. Wegen der 
Anfangsbedingung in (0) folgt c= 0, woraus sich D ={$ =t} ergibt. 


(5oQ)=0 (a=12). 
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3.7 Das Huygenssche Prinzip 


Wir formulieren nun das Huygenssche Prinzip und zeigen dessen Äquivalenz mit 
der Eikonalgleichung als Ausbreitungsgesetz für Wellenfronten. 


(a) In einem optischen Medium N führen wir die optische Distanz zwischen 
zwei Punkten q,,9 € ® ein als Infimum der Laufzeiten aller Verbindungskur- 
ven von g,; und 9», 
d(q1,94,) := inf IL(q, [sı,s2]) | q: [sı, 52] > ist PC!-Kurve mit 
gs) = 4; q(s2)= 9}; 


dabei ist für Vergleichskurven q:: [sı,s2] > die Laufzeit nach 1(b) gegeben 
durch 


klasse ae) 


Unter der Elementarwellenfront mit Zentrum gu € N und Laufzeit r > O 
verstehen wir die optische Abstandssphäre 


Er(9) := {gef | da, =rt};, 
für kleine r > 0 vorzustellen als Ort aller Punkte, in der eine von q, ausgehende 
Lichterregung nach der Zeit r ankommt. 
Das Innere der Elementarwellenfront, also die optische Kugel um q, mit Radius 
Tr >0, bezeichnen wir mit 


Kr(9) := {ge f2| d(ia,q)<r}. 


Diese Begriffe sind auch sinnvoll, wenn im optischen Medium Grenzflächen vor- 
handen sind; hier schließen wir Grenzflächen jedoch aus. 


LEMMA 1. Für O<r<1l gilt: 

(ii) Er(g,) ist eine (glatte) Fläche (vgl. $7:2.1). 

(ii) Je zwei Punkte q,,9, € Kr(q,) lassen sich durch genau ein schnellstes 
Lichtstrahlsegment in K-(g,) verbinden. 


ii) Er) = {+ TVv|veR? mit L(q,v) = 1+r(r,v)}, wobei die 
Funktion r(r,v) für r—0 gleichmässig in v gegen 0 strebt. 


rn 





Nach (i),(ii) ist K-(q),) eine glattberandete, „lichtkonvexe“ Umgebung von 99: 
Die Aussage (iii) besagt, dass die Elementarwellenfront durch die mit Faktor 7 
geschrumpfte Indikatrix (vgl. 2.6 (a)) angenähert wird, symbolisch 


ii ea 
T—0 T 
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BEWEIS. 
(i) und (ii) siehe GIAQUINTA-HILDEBRANDT [7] IH, Ch.8, 3.3, Thm.3*. 


(iii) Nach (ii) kann der Ausgangspunkt q, mit jedem Punkt qe E,(g,) durch 
ein schnellstes Lichtstrahlsegment 2: [0,r] — 2 verbunden werden, d.h. es gilt 
L(9,#)=1, p(0) =, plr)=q. 

Setzen wir v= (q- 9,)/T, so folgt aus der gleichmässigen Stetigkeit von L 


1 L(g,v) = L(pt), 21) = Llao,v) = rn, v) für O<t<r, 














wobei Iim r(r,v) =0 gleichmässig für beschränkte v € R? gilt. 
T4 


(b) Gegeben sei eine durch die Zeit 
t parametrisiertte Schar von Hyper- 
flächen %;, welche ein Teilgebiet des op- 
tischen Mediums überdecken, das wir 
jetzt mit bezeichnen. 

Wir sagen, die Schar der Flächen %: 
bewegt sich nach dem Huygens- 
Prinzip, wenn in einer Umgebung 
UCND jedes Punktes ae gilt: 
Liegt der Punkt a auf D,, so ist jede 
Wellenfront mit U NU Z£® die 
Enveloppe der Elementarwellenfron- 
ten E-(q,) (r = |t -s| > 0) mit Aus- 
gangspunkten q, auf der Fläche %;NU, 
d.h. für jeden Punkt q, € &sNU wird 
die Fläche %; von der Elementarwel- 
lenfront E-(q,) in genau einem Punkt 
berührt. 





SATZ. Huygens-Prinzip und Eikonalgleichung sind zueinander äquivalent: 
(1) Bewegt sich eine Fächenschar {D+} in Q nach dem Huygens-Prinzip, so 
erfüllt die Funktion 

S:N-R mit S(q)=t, falls qge 


die Eikonalgleichung H(q,V5) =1. 
(2) It $S:Q—R eine Lösung der Eikonalgleichung, so bewegen sich die 
Niveauflächen u = {S$ =t} nach dem Huygens-Prinzip. 


BEWEIS. 


(1) Für die Funktion S gilt & = {$ = t}; für qe Di; ist VS(g) also ein 
Normalenvektor von %:. Wir fixieren ae N und nehmen 0.B.d.A. a € do, also 
S(a)=0 an. 
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Nach dem Huygens-Prinzip finden wir 
zu dem Punkt „ = ae %NU für 
0 <Tr< 1 genau einen Berührpunkt 
q, € &NU der Wellenfront %- mit 
der Elementarwellenfront E-(a). We- 
gen der nach Lemma 1 (ii) bestehenden 
Konvexität der Kugel K-(a) liegt die- 
se und damit auch E-(a) ganz auf ei- 
ner Seite der Tangentialebene 


G- + VS(q,)", 


also in dem von der Tangentialebe- 
ne begrenztem Halbraum F-(a), der 
a als Randpunkt enthält, d.h. es gilt 
E;(a) C Fr(a). 


Taylor-Entwicklung von 5 an der Stelle q, =: a+ rv- liefert 





r = S(a) - S(q,) = -T (VS(q,),vr)+o(r) bzw. 
(VS(q,),vr) = 1+o(r)/r 





mit lim-0 o(r)/r = 0. Damit ist der Halbraum gegeben durch 


F,(a) 


{qeR? | T(VS(q,),4-q4,)<0} 
{a+rv|veR? mit (VS(q,),v-vr)<0} 
= {a+rv|veR? mit (VS(q,),v) <1+o(r)/r}. 





Nach Lemma 1 (iii) gilt 
E,(a)={a+rv|veR? mit L(a,v)=1+r(r,v)} 


mit lim-0 r(r,v) = 0, somit liefert E-(a) C F-(a) zusammen mit der letzten 
Gleichung die Beziehung 


1+o(r)/r = max{(VS(q,),v) | veR? mit L(a,v)=1+r(r,v)}. 
Für r — 0 strebt q, gegen a, also folgt nach Grenzübergang 

1 = max{(V$(a),v) |veR? mit L(a,v)=1}. 
Das ist aber nach 2.6 (a) die Eikonalgleichung an der Stelle ae 9, 


H(a,VS(a)) = 1. 
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(2) Es sei $ eine Lösung der Eikonalgleichung und a € 9, o.B.d.A. S(a) = 0. 
Nach 3.6 (c) existiert in einer Umgebung U C Q von a ein Strahlenbündel 
Q:IxA-U mit 


) 2={5=t}={Qlt,c)|ce A}. 


Die Strahlen £:+> y(t) dieses Bündels sind nach Gleichung (0) in 3.6 (c) bis auf 
Zeittranslationen charakterisiert durch die DG 


6) 20) = V(plt)) mit V(q) := VpH(q, VS(qg)). 

Durch eventuelle Verkleinerung der Umgebung U können wir nach Lemma 1(ii) 
erreichen, dass je zwei Punkte in U durch ein Lichtstrahlsegment kürzester 
Laufzeit in U verbunden werden können. 

Wir zeigen, dass für 0<|r| < 1 die Fläche 3, die Enveloppe der Elementar- 
frontenschar E\-|(qu) mit den Ausgangspunkten gu € Yo ist, d.h. dass EN 
Eir|(40) aus genau einem Punkt besteht. 

Hierzu fixieren wir q,,r und nehmen o.B.d.A. 7 > O an. Es sei t > ft) 
der Bündelstrahl mit %(0) = gu. Nach (x) gilt dann q, := p(r) € Dr. Das 
nachfolgende Lemma 2 besagt 


£L(p,[0,r])=r und L(%,[0,0]) > r 


für jede Vergleichskurve % : [0,0] > U mit den Endpunkten q, € Do und 
q, € Dr. Das bedeutet d(qu,4,.) = Tr, also q, € Er(9o)- 

Für jeden von q, verschiedenen Punkt q € %- gilt dagegen q £ E-(q,), also 
d(g0,4) > T. Denn wäre d(q,4) = T, so könnten wir gemäß Lemma 1(ii) 
diese beiden Punkte durch ein Lichtstrahlsegment % : [0,7] > U kürzester 
Laufzeit L(%,[0,r]) = d(q,,q4) = T verbinden und erhalten aus Lemma 2, 
dass ıb eine Bündelkurve sein muss. Zusammen mit (0) = a = £(0) liefert 
dann der Eindeutigkeitssatz für Lösungen der DG (**) die Identität & = p, 
insbesondere den Widerspruch = Y%(r)=y(r)=q.. 

Die Flächen E,(q,) und %; berühren sich somit nur im Punkt q,. 














LEMMA 2. Für jede reguläre PC!-Kurve ıb: [sı,s2] > U und Zeiten tı <ta 
mit ab(sı) € Di, , Y(s2) € Dr, gilt 
L(»b,[sı,s2]) 2 t2 - tı, 


wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn ab nach Normalisierung eine Bündel- 
kurve ist. 


BEWEIS. 


Sei a 0.B.d.A. normal, also L(rb,3b) = 1 f.ü., weiter sei das Vektorfeld V wie 
im Beweisteil (2) des vorangehenden Satzes definiert. 
Für qgeQ sind nach 2.6 (b) (ii) die Gleichungen 


Vo '= V(q) = VpH(qg,VS(q)); H(q, VS(q)) =1 
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äquivalent mit 
VS(q) x V,L(q, vo), L(q, vo) =1. 


Für die Fxzessfunktion W7;x der elliptischen Lagrange-Funktion L* = 11? 
(vgl. $3:1.1) und für veR? mit L(q,v)=1 folgt hieraus 


Wr*(q,vo,v) = L*(q,v) — L*(q,vo) - (V,L*(q,vo),v — vo) 
= (VyL(q, vo), vo) - (VvL(q,vo),v) = 1- (VS(q),v), 


wobei in der letzten Gleichung die Relation (VyL(q,vo),vo) = L(q,vo) = 1 
verwendet wurde. Nach 83:1.1 ist die Exzessfunktion nicht negativ und ver- 
schwindet nur für vo = v. Hieraus folgt 


L@b,[s1,52]) — (2-11) = Lip, [sı, 52]) — (S(%(s2)) - S(%(s1))) 
= [{L@b) bi) - LSWo))} ds 


= [{1-(vSW)).b))} as 


s2 ’ 
= [ Wıx(%(s), V(%(s)), b(s)) ds > 0, 
s1 
und das letzte Integral ist genau dann gleich Null, wenn ıb(s) = V(ab(s)) für 
s € [sı, 2] gilt, d.h. wenn % eine Bündelkurve ist. 














3.8 Das Brechungsgesetz für Strahlenbündel 


Wie in 3.2(b) betrachten wir ein stückweis isotropes Medium in d C R° mit 
einer Grenzfläche I C Q und eine Umgebung U C Q eines Punktes yeT, 
für die U\T in zwei Gebiete U1, Ua mit Brechungsindizes nı,na2 zerlegt wird. 
Weiter sei eine Schar von geknickten Strahlen gegeben, welche die Grenzfläche 
nahe y gemäß dem Brechungsgesetz durchsetzen. Wir nehmen dabei den für die 
Anwendungen interessanten Fall an, dass die Strahlenschar auf der Grenzfläche 
keinen Brennpunkt hat. 

Wir wählen eine Parametrisierung von !MÜ und erhalten damit auch eine 
(i.A. nicht synchronisierte) Parametrisierung der Strahlenschar 


Q:a,8BIx A029 
mit «<0O0<Pß und 
Q,(t,e) := Qlt,c) EU für a<t<0, ce“, 
Qs(t,ce) := Qlt,c) EU2 für O<t<Pß, cEeA, 
q(e) := Q0,c)ET für ce. 
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Die zu Q, gehörenden Wellenvektorfelder bezeichnen wir mit P,; (5 = 1,2). Wir 
setzen Q, und P; zusammen mit den ersten Ableitungen einseitig auf !’NU 
fort. Das Brechungsgesetz lautet dann nach 3.2 (b), Bemerkung (2) 


P>(0,c) - Pı(0,c) L Take) F für ce. 
SaTz (MALUS 1808, DuPIn 1816). Ist die Strahlenschar © ein Strahlenbündel 
in U1, so auch in Ua. 


BEWEIS. 


Wegen Q(0,c)=q(e) ET für ce A sind I1Q(0,c),d2Q(0,c) Tangentenvek- 
toren von T in q(c). Nach dem Brechungsgesetz folgt hieraus 


(Pı - P2,95Q)(0,c) = 0 für ceA, P=1,2. 
Durch Ableiten nach c. ergibt sich 

0 = (öalPı - P2),85Q)(0,c) + (Pı - P2,0u05Q) (0, c). 
Damit sind die Lagrange-Klammern auf beiden Seiten der Grenzfläche gleich: 

[cı, c2], (0, c) = (O1Pı,62Q,)(0,c) - (d2P1,01Q,)(0,c) 

= (d1P2,82Q3)(0,c) — (daP2,01Q,)(0,c) =: [cı,c2],(0, c). 

Da Q nach Voraussetzung ein Strahlenbündel in U1 ist, folgt 

[cı,c2],(0,c) = [cı,c2],(0,c) =0 für cEA. 


Nach 3.3 (a) G1.(5) gilt dann [cı,c2],; = 0 überall in Ua. 
Da die Rangbedingung auf TNÜ erfüllt ist, können wir wie in 3.3 (c) auf deren 
Gültigkeit auf ganz Ua schliessen. Die Strahlenschar Q ist damit auch in Ua ein 
Strahlenbündel. 














171 


86 Die direkte Methode der Variationsrechnung 


1 Existenz von Minimumstellen 


Vorkenntnisse: Grundlagen der Lebesgueschen Integrationstheorie, LP-Räume, 
Hilberträume und Sobolew-Räume (Bd.2, 88, 89, 814:6). 

Die direkte Methode hat zum Ziel, die Existenz von Minimumstellen von Varia- 
tionsintegralen nachzuweisen. Hierzu wird ein vorgelegtes Variationsintegral 
F auf einen Raum W schwach differenzierbarer Funktionen fortgesetzt, der 
bezüglich einer Integralnorm vollständig ist, und es werden Bedingungen für 
den Integranden und die Variationsklasse V C W aufgestellt, welche die Exi- 
stenz einer Minimumstelle u von ?:VY- R sichern. In einem zweiten Schritt 
werden Regularitäts-, d.h. Glattheits-Eigenschaften der Funktion u hergeleitet. 
Zusammen mit den Minimaxmethoden zum Auffinden kritischer (stationärer) 
Punkte von 7 gehört die direkte Methode zu den Hauptthemen der heuti- 
gen Variationsrechnung. Der hier gesteckte Rahmen erlaubt nur einen knappen 
Überblick über die umfangreiche Theorie. 


1.1 LP-Räume und Sobolew-Räume 


(a) Im Folgenden ist N ein beschränktes Normalgebiet im R” und1<p<m. 
Mit LP(N) bezeichnen wir die Menge aller messbaren Funktionen u: > R, 
für welche das Integral 


all, := (ul drx)"? 
9} 


im Lebesgueschen Sinn existiert; hierbei werden fast überall gleiche Funktionen 
identifiziert. Jede Funktion u € L?(Q) gehört zu Li,.(0), d.h. u ist über alle 
kompakten Teilmengen von 0} integrierbar. Der Raum C2°(2) der Testfunktio- 
nen auf N liegt dicht in LP(N), vgl. Bd.2, 810:3.3. 


Gibt es zu u € L{,.(N) eine Funktion vu; € Li,.(N) mit 

[u rpd’x = —- Sr pd"”x füralle pe CD), 

0) ) 
so ist diese nach Bd. 2, 810: 4.2 eindeutig bestimmt und heißt schwache (distri- 
butionelle) Ableitung von u nach der k-ten Variablen. Wir bezeichnen diese 


mit u; für u € C!(9) ist %%u die gewöhnliche partielle Ableitung nach xx. 
Den Sobolew-Raum aller LP-Funktionen mit schwachen LP-Ableitungen, 


w'?(9):={ueLl?(9)| dAu,..., nu e LP(Q)}, 


versehen wir mit der Norm 
2 1/p 
Ill, := (Ikellz + Dolöruli) 


Die Räume LP(0) und W!? sind separable Banachräume, d.h. vollständige nor- 
mierte Räume mit einer abzählbaren dichten Teilmenge, vgl. Bd.2, 820:7.2, 


172 86 Die direkte Methode der Variationsrechnung 


$20:8.4, 814:62. 
Die Räume L?(9) bzw. W!(D) := W"?(9) sind Hilberträume mit den Skalar- 
produkten 
(u,v), := [uvd"x bzw. (u,0),2 := (wg + I (ru, Orv)z. 
9 k=1 


(b) Den Abschluss von C%(Q) in W!(N) bezüglich || - 1, bezeichnen wir mit 
wö(9) = {uweW*(9) | lim |u-1;|l,,=0 mit u; e CM}. 
32. 2 


Wegen der vorausgesetzten Beschränktheit von Q gilt nach Bd.2, $14:6.2 (d) 
die Poincare-Ungleichung 


ul, < e- |Vull, für alle u e Wg(N) 


mit einer Konstanten c=c(R) >0O und mit 
n A 3 
Val, := (Drull ) 
k=1 
Hiernach sind die Normen |ul|, ; und ||Vull, auf Wy(N) äquivalent, und 


W3(N) mit dem Skalarprodukt (Vu, Vv), := )) (ru, ökv), ist ein Hilbert- 


raum. Aufgrund der Poincare-Ungleichung Sehen die konstanten Funktionen 
u # 0 nicht zum Raum W$(0), der somit ein echter Teilraum von W1(9) ist. 
Wir sagen, die Funktionen u € W4(N) haben Randwerte Null im schwachen 
Sinn. 

(c) Im Falln=1, I = Ja,b[ lassen sich die Räume W!(T), W&(T) mit Hilfe 
absolutstetiger Funktionen charakterisieren: 


Eine Funktion u : 7 — R.heißt absolutstetig, wenn es zujedeme >0eindö>0 


N 
gibt, so dass )) |u(ßr) — ular)| <e für je endlich viele Intervalle [ax, dr] C I 


k=1 
N 


mit paarweis disjunktem Innern und mit ), (Br -— ar) < 6. 

k=1 
Absolutstetige Funktionen sind f.ü. (fast überall, d.h. auf I\N, N eine Null- 
menge) im herkömmlichen Sinn differenzierbar. Ihre Ableitung uw’ (u = 0 auf 
N) ist über I integrierbar, und es gilt 


ß 
u(ß) -ule) = [wde für [Bl CI. 


Umgekehrt ist für ve LU(T) und «€ I durch u(x) := [vdt eine absolutste- 
tige Funktion u mit W =v f.ü. gegeben. 

Da absolutstetige Funktionen gleichmäßig stetig und damit stetig auf 7 fort- 
setzbar sind, dürfen wir im Fall n = 1 abgeschlossene Intervalle zugrundelegen. 
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Für absolutstetige Funktionen u,v ist auch das Produkt u - v absolutstetig, 
und es gilt 

ß 

fwv + v’u) de = u(B)v(B) - ula)v(a). 
Hiernach stimmt die gewöhnliche Ableitung mit der schwachen überein. Wir 
erhalten somit die Darstellung der Sobolew-Räume 


= fu eL’(n | u ist absolutstetig auf I, u € L’(n}, 
wi(l) = = $uew'(I ) | u(a) = u(b) = 0}. 


(d) Mit LP(O,R”), WIP(O,R”), W(Q,R”), WI(0, R”), bezeichnen wir 
die Räume der Funktionen u:2 > R”, x (u(X),...,um(X)), deren Kom- 
ponenten u; beziehungsweise zu LP(N), W'?(Q), W!(0), WA(N) gehören. 
Die Räume L?(Q,R”) bzw. W(Q,R”) und WI(0,R”) sind Hilberträume 
bezüglich der Skalarprodukte 


m 


Di Ur, Ur)o bzw. 2» (Ur, UR)ı2 . 


k=1 


Für ue WP(Q,R”) und eine C!-Funktion F macht das Integral 


F(u) := [ F(x,u(x), Du(x)) d"x 
9 


Sinn, sofern der Integrand eine Majorante g € L!(N) besitzt. 


1.2 Ein allgemeines Minimumprinzip 


(a) Die Existenz einer Minimumstelle einer stetigen Funktion f: K — Rı 

auf einer kompakten Menge K C R” ergibt sich bekanntlich wie folgt: Wir 

betrachten eine Minimalfolge, d.h. eine Folge (ux) in K mit ‚Im (ur) = 
00 


inf f(K). Da diese beschränkt ist, enthält sie eine konvergente Teilfolge (ux,), 


deren Grenzwert u= lim ux,, zu K gehört, da K abgeschlossen ist. Wegen der 
j>o 


Stetigkeit von f folgt f(u) = lim f(ur,) = mf f{K). 
32 


(b) Schwache Konvergenz. Der Übertragung dieser Schlussweise auf nach 
unten beschränkte Variationsintegrale F:V — R auf einer abgeschlossenen 
Teilmenge V eines Sobolew-Raums stehen eine Reihe von Schwierigkeiten ent- 
gegen. Da V i.A. unbeschränkt ist, konvergente Folgen aber beschränkt sein 
müssen, ist zunächst die Beschränktheit von Minimalfolgen, d.h. von Folgen 
(ur) in V mit ‚im Flur) = infF(V), zu sichern. Hierzu verlangen wir die 


Koerzivitätsbedingung 


allul”? < F(u)+b mit Konstanten a,b,p>0. 
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Die nächste Schwierigkeit ergibt sich daraus, dass in unendlichdimensionalen Ba- 
nachräumen beschränkte Folgen keine konvergenten Teilfolgen besitzen müssen; 
ein Beispiel liefert jedes abzählbare Orthonormalsystem in einem Hilbertraum. 
Diese Schwierigkeit überwinden wir durch Abschwächung des Konvergenzbe- 
griffs, wobei wir uns auf separable Hilberträume H beschränken: 


Eine Folge (ur) in H heißt schwach konvergent gegen u € H, in Zeichen 


ur u für ko, 
wenn 


lim (v,ur) = (v,u) für alle veH. 

ko 
Aus der Normkonvergenz ||u — ur|| > 0 für k > oo folgt die schwache Kon- 
vergenz ur — u für k — oo, denn es gilt |(v,ur -u)| < ||v]| - ||w — vr||. Die 
Umkehrung gilt nicht, falls dim 4 = oo: Für ein ONS {us | k € N} folgt aus 
der Besselschen Ungleichung u, — 0 für k — oo, ohne dass die Folge (u,) eine 
normkonvergente Teilfolge besitzt. 


Für die schwache Konvergenz gelten folgende Aussagen: 


SATZ 1. Jede schwach konvergente Folge ist beschränkt. 
Für den Beweis siehe Bd. 2, 821:4.3. 


Satz 2 (Auswahlsatz). Jede beschränkte Folge in H besitzt eine gegen ein 
uEeH schwach konvergente Teilfolge. 


Satz 3. Jede konvexe, normabgeschlossene Menge VCH ist schwach abge- 
schlossen, d.h. aus ur €V, ur u für ko folgt ueV. 


Entsprechende Aussagen gelten auch für die Räume W'?(Q,R”) (p>1) mit 


dem schwachen Konvergenzbegriff ur — u für k 2 oo &— Lu= lm Zur 
k—oo 


für jede stetige Linearform L. 

Die Beweise für separable Hilberträume sind nicht schwierig, vgl. RIESZ-NAGY 
[133] V, 32,38. Ein Beweis für die Banachräume W"P findet sich in YosıDa 
[134] V, 2 Thm.1 und 1, Thm.2. 


(c) Schwache Unterhalbstetigkeit. Der Übertragung der Schlussweise (a) 
würde nun nichts mehr im Wege stehen, wenn Variationsintegrale schwach fol- 
genstetig wären: 





ur u für ko Fu) = „im Flur). 
—0©0 


Das ist aber in aller Regel nicht der Fall. Wir illustrieren das am Längenintegral 


Fu) Ermerk auf H:= W3[0,1]. 
f) 
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Für die nebenstehend skizzierte Folge 
(ur) gilt ur — 0 für k— oo, d.h. 


1 
[eur +vV' u,)de — 0 17 
f) 





für k > oo und alle ve W£ [0,1]. 0 2m 1 


1 


Denn aufgrund der gleichmäßigen Konvergenz ur — O0 gilt lim f vurde=0. 


k—>oo 0 


1 
Ferner sind [v’u,dz = (v’,u,), die Fourierkoeffizienten von v’ e L? [0,1] 
f) 


1 
bezüglich des ONS ui,us,... [UA]. Es folgt „im a0. 
—oo 0 


Jedoch gilt F(ur) =vV2>1= F(0), d.h. das Längenintegral F macht beim 
Grenzübergang k — oo einen Sprung nach unten. 


Für den Nachweis der Existenz einer Minimumstelle von F:VY-R ist indes 
die schwache Folgenstetigkeit nicht erforderlich; es genügt eine schwächere Be- 
dingung: Ein Funktional F:VY-—R auf einer Menge VCH heißt schwach 
unterhalbstetig, wenn folgendes gilt: 


Aus der schwachen Konvergenz ur — u für k — oo folgt 


F(u)< lim F(ur,) 


Jo 


für jede Teilfolge (ur,);, für welche lim F(ur,) existiert. 
32. 


Insbesondere gilt F(u) < „im F(ur), falls dieser Limes existiert. 
—0o 


Bedingungen für die schwache Unterhalbstetigkeit von Variationsintegralen wer- 
den in 1.3 angegeben. 


SATZ 4. Sei V eine nichtleere, schwach abgeschlossene Teilmenge eines sepa- 
rablen Hilbertraums H, ferner si F :V — R schwach unterhalbstetig und 
koerziv, d.h. es gebe Zahlen «>00 und b>0 mit 


allul” -b < F(u) für alleuev. 
Dann besitzt F eine Minimumstelle in V. 


BEWEIS. 


Wegen F(u) > —b existiert das Infimum inf F(V). Wir wählen eine Minimal- 
folge (ur), „im Flur) = infF(V). Als konvergente Folge ist (F(ur)) be- 
—00 


schränkt, es gilt also allur|? —b < F(ur) < c für alle k. Damit ist die Folge 
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(ur) beschränkt. Nach Satz 2 gibt es eine, wieder mit (ux) bezeichnete Teilfolge, 

die schwach gegen ein u € H konvergiert. Da V schwach abgeschlossen ist, folgt 

ueEYV. Wegen infF(V) = „Jim F(ur) ergibt die schwache Unterhalbstetigkeit 
00 


von F 





Fu) < lim Flur) = mfF(V) < Flu), also F(u) = mfF(V). 


ko 











1.3 Existenz von Minimumstellen für Variationsintegrale 


(a) Wir wenden den vorangehenden Satz an auf das Variationsintegral für 
Funktionen u:R"DN—-R” 


F(u) = I u(x), Du(x))d”x, kurz F(u) = je u,Du)d”x, 


mit einem Integranden 
(x,y,2) >» Fx,y,2), QxR”xR””oR. 
Hierbei ist N ein beschränktes Gebiet des R” und R’”’*” bezeichnet den 
Vektorraum aller mx n-Matrizen z = (zir), versehen mit der euklidischen Norm 
Iz|| = > wa): Entsprechend zu $2 verwenden wir für die partiellen 
i=1k=1 
Ableitungen von F' die Bezeichnungen 
For» Fr: Fr Ü=b-.- ‚m, k=1,...,n). 
An F stellen wir folgende Bedingungen: 
(1) F ist stetig und besitzt stetige partielle Ableitungen F,,,, 
(2) z+> F(x,y,z) ist konvex für jedes (x,y)ENx R”, 
(3) Es gibt Konstanten 0 <aı <a2 und L!(N)-Funktionen bı,b2 > 0 mit 
aı |z|? -bi(x) < Flx,y,z) < a2 ||z]|” + d2(x) 


für alle (&,y,z)ENXxR” x R"". 


Für eine gegebene Funktion ge W! = W!(Q,R”) betrachten wir die Menge 
der W!-Funktionen auf 0, die im schwachen Sinn dieselben Randwerte wie g 
haben, 


W = WR”) = 8g+ Win, R”) 
= fu eWw! | u-ge WO,R”)}. 
W; ist mit W{ abgeschlossen in W!, enthält g und ist konvex, denn für u,v € 


Ww; und «,8>0 mit a+8=1 ist au+ ßBv-g= alu-g)+ß(v-g)eW\. 
Nach Satz 2 ist Wı also schwach abgeschlossen. 
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Aufgrund der ersten Ungleichung in (3) existiert das Integral F(u) für u€ W; 
nach dem Majorantensatz. Die zweite Ungleichung in (3), 


F(x,u,Du)+bı(x) > aı || Du]? 


(Koerzivität von F') sichert die für den Satz in 1.2 wesentliche Koerzivität von 
F, denn aufgrund der Poincar&-Ungleichung gilt für ve W$ 


2 2 2 
Ivli. s A+e)lIDvll: 


Für ue W, folgt wegen F(u) > aıllDull; — o mit o:= [bı(x) d”x 
9 


2 2 2 2 
lulli,. < (lu - gllı. + Iellı..) < 2|lu - gli; . + 2llelli.. 


< 2(1+e)|D(u-e)lz + 2lell. 





< 4(1+e?) (IDull; + IIDgllz) + 2llelli,» 
2 
< 4(1+c°) ( 


nn FW +o)+(6+4) el. 


also F(u) > allul]? ob mit Konstanten a>0,5>0. 


Die Konvexitätsbedingung (2) ist eine wesentliche Voraussetzung für die schwa- 
che Unterhalbstetigkeit von F: 


SATZ 5 (SERRIN 1961). Unter den Voraussetzungen (1),(2),(3) ist F schwach 
unterhalbstetig auf W(Q,R”). 


Der Beweis erfordert nichttriviale Mittel aus der Maßtheorie. Beweise finden 
Sie in MORREY [25] Thm. 1.8.2 und unter sehr allgemeinen Voraussetzungen in 
Dacorocna [21] 3.4, 4.2, GIAQUINTA [23] 1.2. 


In den Fällen m = 1 oder n = 1 ist die Konvexität von z > F(x,y,z) so- 
gar äquivalent zur schwachen Unterhalbstetigkeit von F auf W! (2, R’), siehe 
DAcoROGNA [21] 3.3. 


(b) Existenzsatz für Minimumstellen (MORREY, SERRIN 1961). Unter den 
Voraussetzungen (1),(2),(3) besitzt das Variationsintegral F auf jeder nichtlee- 
ren, schwach abgeschlossenen Menge V C WL(N,R”") eine Minimumstelle. 


Dieser Satz ist das Resultat einer über 50 Jahre währenden Entwicklung, die 
von HILBERT, LEBESGUE, B. LEVI um 1900 angestoßen und insbesondere von 
TONELLI weitergeführt wurde. Zur Geschichte siehe BUTTAZZO et al. [20] 6 Scho- 
lia. 
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BEMERKUNGEN. (i) Beispiele schwach abgeschlossener Mengen V werden in 
(c) gegeben. 

(i) Minimumstellen u von Variationsintegralen in Sobolew-Räumen werden 
auch schwache Minimumstellen genannt. In der englischsprachigen Literatur 
ist die Bezeichnung minimizer üblich; diese verwenden wir im Folgenden für 
u als Funktion im Unterschied zu u als Stelle in einem Funktionenraum. 


(iii) Liegt anstelle von (3) eine Wachstumsbedingung 
3) aullzl”<bi(x) < Fix,y,z) < azliz||” + b2(x) 


mit p>1,0<aı <aa und L!(9)-Funktionen bı,b2 > 0 vor, so bleibt die 
Aussage des Existenzsatzes bestehen, wenn W4(N,R”*) durch We? (Q,R”) 
ersetzt wird, vgl. DACOROGNA [21] 3.4, 4.2. 


(iv) Für die Anwendung des Existenzsatzes ist es oft nötig, das vorgelegte Pro- 
blem zu modifizieren, z.B. durch Quadrieren des Integranden F', siehe 2.2, 2.3. 


(c) SATz 6. Schwach abgeschlossene, nichtleere Teilmengen V von wı = 
WO, R”) sind: 
(i) Wı und alle konvexen, abgeschlossenen Teilmengen V von W;, sowie 


(i) V = W4(Q,K) := {u e W; | u(x) € K f.ü.} für jede abgeschlossene 
Menge KCR” mit gs&x)EK fü. 


BEWEIS. 
(i) folgt mit Sarz 3 aus der schwachen Abgeschlossenheit von W;, vgl. (a). 


Für (ii) stellen wir zunächst fest, dass V nichtleer ist wegen g € V. Sei (u.) eine 
Folge in V, die schwach gegen u € W; konvergiert. Nach dem Auswahlsatz 
von Rellich (MoRREY [25] Thm. 3.4.4, vgl. Bd.2, $14:6.2(e)) folgt aus der 


schwachen Konvergenz up — u in W! die L?-Konvergenz u= lim uz;. Nach 
ko 


dem Satz von Fischer-Riesz (Bd. 2, 88:2.1(c)) gibt es eine Teilfolge (ur,); mit 
u(x) = lim ur,(x) fiü.. Da K abgeschlossen ist, folgt u(x)E K fü.. 
Jo 














2 Anwendungen 
2.1 Das Dirichlet-Problem 
-Au=finQ, u=g auf ON 


führen wir gemäß Bd. 2, 814:6.1, 6.3 auf die Aufgabe zurück, eine Minimum- 
stelle von 


Fu) = [@ IVul - fu) d"x 
9 
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in V := W/(9) zu finden. Hierbei setzen wir fe C!(N), ge W!(Q) voraus. Die 
Existenz einer Minimumstelle von 7 in V ergibt sich nach den Sätzen 3 und 4. 
Wir zeigen zunächst, dass 7 eine modifizierte Koerzivitätsbedingung erfüllt. Für 
u=y+g mit pe Wy(N) liefert die Poincar6-Ungleichung ||o]||, < ec ||Vll>, 
hieraus folgt 

all, < Iellz + Igllz < e lVoll; + Ill, < e IVull, + d 


mit d:= ce ||Vg]|, + ||gl|,. Wegen ||Vu|l3 = 2F(u) + 2(f, u), ergibt sich 


lulli. = IVull; + ul; < (142 )]IVullz +20? 


= aFlu) ta(f,u), +2d® < aFlu) +allflIz Ill, + 2d 


arlu)+ Bllullı,. ai 


mit Konstanten a,ß,Yy > 0. Es folgt 





IA 


15? 1 
(Iull,a-58) < arwW+zR +7. 
woraus sich ergibt, dass # nach unten beschränkt ist und dass jede Minimalfolge 


bezüglich der Sobolew-Norm || - ||, „ beschränkt ist. Wegen der Konvexität von 


z+> ||z||” ist 7 schwach unterhalbstetig nach Satz 4. Nach Satz 3 existiert also 
eine Minmumstelle von F auf V. 


2.2 Parametrisch-elliptische Probleme 


(a) Wir betrachten eine spezielle parametrisch-elliptische Lagrange-Funktion 
L auf 2x RR”, von der wir voraussetzen, dass 
L*(y,z) := 31’(y,2) = 3 D galy)ziz = 3 (2,G(y) z) 
i,k=1 
gilt mit 9x € C?(N) und G(y) >0 für yeN®. 


Ferner sei K CN eine abgeschlossene Menge. Wir setzen voraus, dass es Zahlen 
0 <aı <aa gibt mit 


(1) allzl? < L*(y,2) < aplizl? für yeR,zeR". 


Dies ist beispielsweise der Fall, wenn K kompakt ist, denn in diesem Fall nimmt 
3(z,G(y)z) auf der kompakten Menge {(y,z)|y€K, ||z]| =1} ein Minimum 
aı >O und ein Maximum aa > aı an. 


Für 7= [0,1] und zwei gegebene Punkte abe K mit ab sei 
Vı= {v eW(I,R”) | v(z)EK fürze I, v(0)=a, v(l) = b} 


eine nicht leere Variationsklasse. 
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SATZ. Unter diesen Voraussetzungen besitzt 


Lv) := [ L(v@),v/(t)) dt 


Or 


eine Minimumstelle u in V. Für diese gilt L(u(t),ü(t)) =c mit einer Konstan- 
ten c>0. 


BEWEIS. 


An Stelle von £ betrachten wir das wegen (1) für v € W'(I) definierte Integral 


1 
L*(v) = f L* (v(t),v’(t)) dt. 

0 
Nach 83:1.1ist z+> L*(y,z) konvex, und nach 1.3 (c) (ii) ist V schwach abge- 
schlossen. Also sichert der Satz 1.3 (b) die Existenz einer Minimumstelle u von 
£L* in V. Da wir nicht annehmen dürfen, dass für Testvektoren X die Variatio- 
nen u+sf zu V gehören, verwenden wir „innere Variationen“: 
Für eine feste Testfunktion 7 € C2°(]0,1[) betrachten wir 


ps :t> ols,t) :=t+snlt). 


Offenbar sind die ps für |s| & 1 orientierungstreue C”°-Parametertransforma- 
tionen von I auf sich mit C%-Umkehrfunktionen bs; dabei ist do(x) = x. 


Für die Variationsvektoren v; := uogs Sit vs : I > K und vs EV, 
falls |s| < 1. Denn unter den vorliegenden Bedingungen existiert v/(t) = 
u’(ps(t))ps(t) f.ü. Wählen wir |s| so klein, dass 3 < p4(t) < 2 gilt, so er- 
gibt sich die Quadratintegrierbarkeit von ||vs|| und von ||v5|| mit Hilfe der 
Substitutionsregel [GA]. 


Wir erhalten wegen L*(y,Az) = A? L*(y,z) mit der Substitution x = gs({t), 
t= dbs(®) 


£* (vs) = [ L*(ulps(t)),W(psh))) - ws!) dt 
0 


1* (u(2),u/(2))  PsCbs(z)) dw. 


Sr 


Wegen vo =u und L*(u) = £L*(vs) für |s| «1 folgt £ L* (vs) 
der Differentiation von £*(v;) nach s beachten wir, dass 


35 Pslbsle)) = u (+ smds(e))) 


7 (bs(@)) + sn’ ds(a)) 5 Vs); 





Anz 0. Bei 


insbesondere 
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ERACRO) 





oe). 
Somit erhalten wir 


0 = [L*(ule),wW(z))-N"(z)de=0 für alle ne C% (0, 1]). 


Or 


Aus dem Hilbert-Lemma Bd.2, $10:4.3 folgt L*(u,uW‘) = « f.ü. mit einer 
Konstanten «k. Aus (1) folgt k >0 wegen ab. Daher gilt 


2) L(u,u) =cı fü. mit cı:= Var >0. 


Ist w € V quasinormal, d.h. gilt L(w,w’) = c& f.ü. mit einer Konstanten 
c2 > 0, so folgt aus (2) und der Minimaleigenschaft von u 


L(u)” = ci = 2k = 2L*(u) < 2L*(w) = oaL(w) = L(w)?. 
Der Rest ergibt sich daraus, dass es zu jeder Kurve ve V eine quasinormale 
Kurve w € V gibt mit L(v) = L(w), gegeben durch w := v oh, wobei 
he W!(T) die Umkehrfunktion zu 
n(s) = Liv)" [EWw,v’)at 
0 


ist. 











Näheres hierzu siehe BUTTAZZO et al. [20], Lemma 5.23. 





(b) Aus dem Existenzsatz ergibt sich insbesondere: 

Ist K eine kompakte, wegzusammenhängende Teilmenge einer C?-Mannigfaltigkeit 
im RR”, so existiert zu je zwei voneinander verschiedenen Punkten a,b eine 
kürzeste Verbindung in K. 


Hierbei sind zur Konkurrenz alle rektifizierbaren Verbindungswege zugelassen, 
d.h. alle Kurvenspuren in K mit Endpunkten a,b, für welche die Längen ein- 
beschriebener Sehnenpolygone nach oben beschränkt sind. 


Näheres hierzu in BUTTAZZO et al. [20] 6.3, Rıesz-Nacy [133] 15. 


(c) Im Allgemeinen ist nicht zu erwarten, dass u die Euler-Gleichung erfüllt. 
Setzen wir zusätzlich voraus, dass die Spur von u im Innern von K liegt, so gilt 
für jeden Testvektor p € C2° (0, 1[, R”) 

1 

öL*(u)p = [ (Ly(u,wW)p + Li(u,u’)e') dt = 0, 

0 
d.h. u ist eine schwache Extremale für £*. Mit den Schlüssen von 82:3.4 folgt 
wegen der Elliptizität von L* die C°-Differenzierbarkeit von u und das Bestehen 
der Euler-Gleichung von L* und damit nach 85:2.3(c) auch das der Euler- 
Gleichung von L. 
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2.3 Das Plateausche Problem 


(a) Das nach dem belgischen Physiker Joseph PLATEAU benannte Problem be- 
handelt Minimalflächen als mathematisches Modell von Seifenhäuten. Es be- 
steht im einfachsten Fall in der Aufgabe, für eine gegebene geschlossene Kurve 
TCR? die Existenz einer von T berandeten Minimalfläche nachzuweisen. Die- 
ses Problem widerstand trotz großer Anstrengungen vieler Mathematiker lange 
Zeit einer Lösung. Zunächst konnten RIEMANN, WEIERSTRASS, SCHWARZ und 
andere nur für spezielle Polygonkurven I' Lösungen angeben. 1928 gab GAR- 
NIER für allgemeine Randkurven einen langen, schwer verifizierbaren Existenz- 
beweis. Ein methodischer Durchbruch gelang DOUGLAS und RADöÖ 1931, welche 
die Existenz von Lösungen für beliebige Konturen I' mit Variationsmethoden 
nachwiesen. Das Werk von DOUGLAS wurde 1936 mit der Verleihung der ersten 
Fields-Medaille gewürdigt. 

Zur Geschichte empfehlen wir den Artikel von GRAY & MICALLEF: The work of 
Jesse Douglas on minimal surfaces. Bull. Amer. Math. Soc. 45 (2008) 293-302. 


(b) Wir skizzieren im Folgenden den von COURANT 1937 gegebenen Beweis. 
Die vorgegebene Kontour [' wird als orientierte, hinreichend glatte, geschlos- 
sene Kurve angenommen, d.h. T' soll eine orientierungserhaltende Parametri- 
sierung t > Y(cost,sint) mit Y(t) = y(t +2) besitzen, die auf [0,2r[ in- 
jektiv ist. Entsprechend beschreiben wir eine von I' berandete Fläche durch 
eine Parametrisierung u:N — R? auf dem Abschluss der Einheitskreisscheibe 
0 = Kı(0) C R?, von der wir verlangen, dass t + u(cost,sint) eine orientie- 
rungstreue Parametrisierung von T' ist. 

Unter einer von T berandeten (verallgemeinerten) Minimalfläche ver- 
stehen wir eine stetige Abbildung u: — R?, die eine orientierungstreue 
Parametrisierung von T liefert, in Q C?-differenzierbar ist und dort den Bedin- 
gungen 


Au = 0, |löull” = |löull”, (dru,özu) = 0 
genügt. Die Parametrisierung besteht also aus harmonischen Funktionen und 
ist isotherm, d.h. mit gr = (Hu, ru) gilt 

gı = 92, ge). 


Der hier verwendete Begriff einer Minimalfläche ist allgemeiner gefasst als in 
der Differentialgeometrie. Zugelassen sind Selbstdurchdringungen und Verzwei- 
gungspunkte, d.h. u muss nicht injektiv sein und das Differential Du muss nicht 
überall Maximalrang haben. 


Um die direkte Methode für den Existenzbeweis einer Minimafläche zu nutzen, 
liegt es nahe, das Flächeninhaltsintegral (Bd.1, 825:2.1) 


Alu) = pi Vg d’x mit g= gı1922 — 12921 
9 
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als Variationsintegral zu verwenden. Jedoch lässt sich der Existenzsatz 1.3 (b) 
nicht auf das Funktional A anwenden, weil der Integrand nicht der Koerzi- 
vitätsbedingung (3) genügt. Einen Ausweg bietet der Übergang zum Dirichlet- 
Integral 


D(u) := 3 SIIDull? dx = = 3 [(gıı + 922) d 
) 9 
Für dieses besteht die Ungleichung 
Alu) < D(u), 


wobei Gleichheit genau für isotherme Parametrisierungen eintritt. Das ergibt 
sich aus der Beziehung 


4 | Du|]* — 9= (gu + 922)” — (g1ı1g22 — 912921) = (gu = 922)” + 912”. 


Das Dirichlet-Integral ist invariant unter holomorphen Umparametrisierungen 
h:N2-2,d.h. es gilt D(uoh) = D(u) für alle u (Nachweis als mit 
Hilfe der Cauchy-Riemannschen DG). 


Für eine gegebene orientierte Jordankurve I‘ betrachten wir die Variationsklas- 
se V aller stetigen Parametrisierungen u: — R? mit ue W!(9), die auf 90 
eine positive Parametrisierung von I’ liefern. Die Klasse V ist nicht abgeschlos- 
sen bezüglich der schwachen Konvergenz in W!(N); das liegt daran, dass u nur 
die Bedingung u(90) =T erfüllt, aber auf IN nicht punktweise festgelegt ist. 
Schwach abgeschlossen ist dagegen die Teilklasse Y* von V, deren Elemente u 
einer Drei-Punkte-Bedingung 


u(xk) =; (k — 1,2, 3), 


genügen, wobei X1,X2,X3 € ON bzw. y1],Ya,y3 € I’ jeweils fest gewählte Tripel 
aus paarweis verschiedenen Punkten sind, deren Abfolge den Orientierungen von 
ON bzw. T entspricht. 


Für das Variationsintegral D: V* > R lässt sich zeigen, dass die Vorausset- 
zungen von Satz 1.3 (b) erfüllt sind und daher eine Minimumstelle u* existiert. 
Wir zeigen, dass u* auch eine Minimumstelle in der größeren Klasse V ist. 
Zum Nachweis konstruieren wir nachfolgend zu jeder Vergleichsfunktion ueYV 
eine holomorphe Transformation h:N2— 2 so, dass uoh der Drei-Punkte- 
Bedingung genügt, also zur Klasse V* gehört. Hieraus folgt dann zusammen mit 
der Invarianz des Dirchlet-Integrals unter holomorphen Umparametrisierungen 
D(u*)<D(uoh) = D(u). 


Die Transformation h : 2 — Q® kann durch eine holomorphe Funktion der 
Gestalt 


h(z) = e'? ı 





mit Konstanten yEeR, Jal <1 


1-az 
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dargestellt werden (FISCHER-LIEB [130] IX, Satz 4.2). Dabei lassen sich die drei 
Parameter %, aı, a2 so einrichten, dass h(xx) = x, gilt, wobei x), € O0 die 
Punkte sind, die v in die Punkte y„ET (k=1,2,3) überführt. 

Zu zeigen bleibt, dass u* eine Minimalfläche ist. Zunächst hat die Minimum- 
eigenschaft bezüglich D:VY— R zur Folge, dass u* die Euler-Gleichungen des 
Dirichlet-Integrals Au* =0O in schwachem Sinn erfüllt. Aufgrund der Regula- 
ritätstheorie erfüllt dann u* nach Abänderung auf einer Nullmenge diese Glei- 
chungen auch im klassischen Sinn (Weylsches Lemma, MORREY [25] Ch. 2.3). 
Dass u* von I’ berandet wird, ergibt sich aus der Tatsache, dass Randwerte 
von Parametrisierungen durch das Dirichlet-Integral kontrolliert werden können 
(Courant-Lebesgue-Lemma). 

Die Isothermieeigenschaft gıı = g22, gıa = 0 von u* erhalten wir analog zu 
2.2 mit Hilfe von Parametertransformationen (innere Variationen) 


h,:2=>9, x x+syp(x) mit de CL(Q,R?), |s|<1. 
Wegen u* oh;! EV, ho = 1o und der Minimumeigenschaft von u* gilt 


Ar D(u* oh,') Ib} -=0 für alle pe CI(N,R?). 


Andererseits ergibt sich mit etwas Rechnung 
4 D(u* oh,') ru =3/[ (922 — guı) (drdı — Oarba) 
) 


2912 (Ada + rdı)} d’x. 
Aus beidem folgt gıı — 922 = gı2 = 0. 


Als Literatur zum Plateauschen Problem empfehlen wir DIERKES, HILDE- 
BRANDT, SAUVIGNY [31], STRUWE [28] Ch. I, pp. 19-25, [34], Nitsche [33]. 


3 Regularität von Minimizern und Extremalen 


3.1 Übersicht 


Wir sprechen von optimaler Regularität eines Minimizers oder einer schwa- 
chen Extremalen u: — R’”" eines Variationsintegrals #:V — R, wenn 
u so oft differenzierbar ist wie der Integrand F'. Die Regularitätstheorie liefert 
optimale Regularität in den Fällen 


(DD) n=1 und n=2, m beliebig, 
(HD) m=1, n beliebig. 


Für n>3, m > 2 ist im Allgemeinen nur partielle Regularität zu erwarten, 
d.h. Glattheit von u auf einer offenen Teilmenge No C 2. Ziel der Regularitäts- 
theorie ist hier eine Dimensionsabschätzung für die Singularitätenmenge \0o. 
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Für einige Typen von Variationsintegralen mit spezieller Bauart gibt es jedoch 
auch im Fall n> 3, m > 2 optimale Regularitätsaussagen, d.h. mit 9% = 2. 


Regularitätsnachweise gehören zu den schwierigsten Problemen der direkte Me- 
thode. Wir beschränken uns auf die Darstellung der Ergebnisse für die beiden 
Fälle (I) und (II) und verweisen Interessierte auf GIAQUINTA [23]. 


3.2 Schwache Extremalen und Euler-Gleichungen 


Gegeben sei ein Variationsintegral F : WA(O,R”) — R, dessen Integrand F 
den folgenden Bedingungen genügt: 


(i) FF ist C!-differenzierbar auf dem Gebiet Or =NxR”xR"", 
(Gi) alla” -bı < F(x,y,z) < a2||z|” +b2 auf Or, 

Gi) IyRy;z)l| < asia’ +bs, Iry,z)l| < au ||z]l? + ba 

auf Or mit Konstanten 0 <aı <aa und as,aa,bı,ba,b3,ba > 0. 


Satz. Die erste Variation von F ist an der Stelle ue W (N, R")NL* (9, R”) 
für jedes p € C(D,R”) definiert und gegeben durch 


n 


(DF 2; (%, u, Du)örpi + Fy,(&%, u, Du) gi) d”x 


öF(u)p = 12 


De 


Insbesondere gilt für jeden Minimizer u € LX(N,R”) des Variationsintegrals 
F:WL(Q,R”)>R 


öF(u)p =0 für alle ge CI (D,R”). 


Das Verschwinden der ersten Variation ist die schwache Form der Euler-Glei- 
chungen 


Ms: 


Ök [Fix (x, u, Du)] = F,%,u,Du) (i=1,...,m). 
k 


Für den BEWEIS siehe GIAQUINTA [23] Ch. I, Thm. 5.2. 


al 


3.3 Regularität bei eindimensionalen elliptischen Problemen 

Satz. Der Integrand F sei C* -differenzierbar (2 <kX< 00) auf dem Gebiet 
Or = IxR”xTR” mit [aß] C I; ferner seien die Wachstumsbedingungen (ii), 
(ii) für 2=]a,ß| erfüllt, und F sei elliptisch (Fzz(x,y,z) >0 für ze [a, ß], 
y,zeR’”"). Liefert u ein starkes lokales Minimum von F in der Klasse 


v = [ve W'(a,ß)| v(a)=a, v(ß)=b}, 


so ist u eine C*-differenzierbare Lösung der Euler-Gleichung für F. 
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BEWEISSKIZZE. Jede Kurve v EV ist absolutstetig auf [«, ß], und es gibt eine 
Nullmenge N c [a, 8], so dass v’(z) für ze [@,8]\ N existiert. Wir setzen 
v’(2) :=0 für ze N. Sei F(u)<F(v) für alle veV mit |v-ul, <1. 
Nach 3.2 gilt dann 


(Fy(z, u,u‘)p+ F(z,u, u’)e‘) de =0 für alle € C° (la, B[,R”"). 


Ro 


Wegen (ii) ist ||Fy(z, u(x),w(z))|| < as |jw‘(z)||” + ds, also existiert 
&(z) := [ VyFt,u(t),w‘(t)) dt 


und ist absolutstetig. Partielle Integration (Bd. 2, $8:3.3) ergibt 


Ro 


(VF(z,u(2),u’‘(«)) _ ®(2)) p(z)de = 0 für ge CA (a,b|,R”). 


Mit dem Hilbert-Lemma (Bd.2, 810:4.3) ergibt sich die Existenz einer Kon- 
stanten ce mit 


V,F(x,u(2),W(z2)) = ®(z)+ec fü. 


Die Regularität von u folgt nun wie in $2:3.4: Auflösung nach u’(x) ergibt, 
dass u äquivalent zu einer W!-Funktion ist; hierfür wird die Kettenregel für 
W!-Funktionen benötigt, vgl. BUTTAZZO et al. [20] Ch. 2, 2.24. Der Rest ergibt 
sich genauso wie in 82:3.4. 














3.4 Regularität im mehrdimensionalen Fall n > 2 


Für n> 2 und Gebiete Q C R” sind die Funktionen ve Wı := W!(Q,R”) 
i.A. nicht stetig. Wir nennen zwei W!-Funktionen äquivalent (im Wesentli- 
chen gleich), wenn sie sich höchstens auf einer Nullmenge unterscheiden. Um 
Regularitätsaussagen für einen Minimizer bzw. eine schwache Extremale u zu 
gewinnen, wird in einem ersten Schritt deren Hölder-Stetigkeit nachgewiesen, 
d.h. das Bestehen einer Ungleichung 


Iu(x2) - u) < ellx2 - xıll“ 


mit Konstanten a € ]0,1[, ce > 0. Hierzu sind also punktweise Eigenschaften 
aus Integralbeziehungen abzuleiten. Es ist plausibel, dass solche Beweise an- 
spruchsvolle Techniken erfordern. 


Für die Regularitätstheorie werden für den Integranden F' schärfere Wachstums- 
bedingungen als die in 3.3 verlangt; diese garantieren u.a. für eine Minimumstelle 
u von F in W,, dass 6F(u)p = 0 für alle € Wo. Für das Folgende setzen 
wir die C?-Differenzierbarkeit von F auf Ar :=Q2x R” x R”*”r voraus und 
stellen die Wachstumsbedingungen 
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MV) ala" -bı < Fix,y,z) < a2 |z|? + b2, 

2) Key 2], |Fus.&%y2]|. [Fun y;2)| < cı (1+ 1al?), 
(3) 
(4) 


für (&,y,2z) € Or und alle in Frage kommenden Indizes; hierbei sind die 
ai,bj,cx Konstanten mit 0 <aı <a, b1,b2,cCı,c2,C3 20. 


’ 











Fz;r (x,y,z) Fr; (&,y,2)| ’ es (&y,2)| < c2 (1 2 Iz1|) ’ 





Feen (| < ca 


Ferner gelte in Or die starke Elliptizitätsbedingung 
H) DD DD Pas &yZ) Gala > collCll 
i,jel k,l=l 
für alle Matrizen G € R””*"; dabei ist co > 0 eine Konstante. 


(a) Sarz (MORREY 1940). Sein = 2, und F erfülle die Bedingungen (1)- 
(5). Dann ist jeder Minimizer von F in WL(N,R”") repräsentiert durch eine 
Funktion u:N2— R”, die so glatt ist wie der Integrand. Insbesondere ist u 
analytisch, wenn F analytisch ist. 


Diesem Satz ordnet sich das Beispiel 2.3 unter mit 


D(u) := [Du]? x = [ (Vu? +1|Vu2|?) dx, 
9 D 


N=Kı(0), F(z)=|z|”? für ze R’“. 


Offenbar sind die Voraussetzungen (1)-(5) erfüllt. Wie wir in 2.3 gesehen haben, 
liefert die dort angegebene isotherme Parametrisierung u* ein Minimum von D 
auf W1.(0,R?), ist also analytisch. 


Ein erster, wesentlicher Schritt zum Beweis des Satzes von Morrey (MORREY 
[25] Ch. 5) besteht im Nachweis der Hölder-Stetigkeit 


Iu(@2) - utzı)|| < ella2 < zul“ 


mit 2@ = aı/aa. Dieser stützt sich auf die Bedingung (1) und beruht auf folgen- 
den Argumenten (MORREY [25] Thm. 1.10.2, 3.5.2, GIAQuINTA [23] Ch. 1.1): 


(i) Für das Dirichlet-Integral auf kleinen Kreisscheiben K,(x) CO 


Dx(r) =3 S IDul?a’e 
Kr(&) 


wird die Wachstumsbedingung 


Dx(r) < c(R)” - (r/R)”° mit einer Konstanten c(R) > 0 


188 86 Die direkte Methode der Variationsrechnung 


hergeleitet. Diese ergibt sich im Vergleich von u = (u1,...,um) mit der aus u 
durch harmonische Ersetzung auf B := K,„(x) entstehenden Funktion v, d.h. 


ur auf Q\B 
ok = (k=1,...,m); 
h, auf N 
hierbei sind die h, die eindeutig bestimmten Lösungen von Ah = O0 in B, 


h=ur auf dB (k=1,...,m; vgl. Bd.2, 86:5.4). 


(i) Durch Mittelwertbildung 


entsteht eine für alle x € N definierte, zu u äquivalente Funktion u" :2— R”, 
welche die oben genannte Hölder-Bedingung erfüllt. 


(b) Der skalare Fall m = 1. Hier hat die Elliptizitätsbedingung (5) die Form 


ı 


3 Fz,2, (X, Y, 2) &i, k 2 c0 IE]? mit co >0. 
‚k=1 
SATZ (LADYZHENSKAYA, URALTSEVA 1961). 


Jede schwache Extremale u W(O)NLX(D) von F:WI(Q)->R ist so glatt 
wie der Integrand F. Insbesondere ist u analytisch, wenn F analytisch ist. 


Hier wird nicht vorausgesetzt, dass u ein Minimizer ist. 


Für den BEWEIS verweisen wir auf LADYZHENSKAYA-URALTSEVA [24] Ch. 4, Ch. 5, 
MOoRREY [25] Ch. 5.11, GrAQumNTA [23] Ch. VIL1. 


Kapitel II 


Differentialgeometrie 


87 Kurven und Flächen im IR? 


In diesem Paragraphen stellen wir die differentialgeometrischen Grundbegriffe 
Krümmung, Geodätische und Parallelverschiebung für Flächen im R? vor. Das 
Studium dieses Kapitels ist für das Verständnis der Riemann- und Lorentz- 
Geometrie nicht unbedingt erforderlich, erleichtert aber den Zugang. 


Wir betrachten im Folgenden durchweg C”-differenzierbare Objekte (Kurven, 
Flächen, Funktionen). Das vereinfacht den Kalkül und bedeutet keinen Verlust 
an geometrischer Substanz. 


1 Krümmung von Kurven 


1.1 Kurven im R° 


(a) Unter einer Kurve (genauer Kurvenparametrisierung) im R? verstehen 
wir im Folgenden eine C®°-Abbildung 


a:I>R”, trat) = (alt), aalt),as(t)) 


auf einem offenen Intervall I. Die Bildmenge «(T) heißt Spur von «. Eine Kurve 
heißt regulär, wenn 


&(t) = (iılt),&e(t),as(t)) # 0 für allete I 


und Bogenlängen-Parametrisierung (Parametrisierung durch die Bo- 
genlänge), wenn ||&(t)|| =1 für alle tE I. 

Wie schon in Band 1,324 praktiziert, stellen wir uns die Tangentenvektoren 
&(t) mit ihren Fußpunkten an die Kurvenpunkte &(t) angeheftet vor. 


Für Bogenlängen-Parametrisierungen gilt 


ld 
Me er, 
(4,8) = 3 (6.6) 
Zwei reguläre Kurven &: I> R?, 8: J — R? heißen äquivalent (gehen 
durch Umparametrisierung auseinander hervor), wenn es einen C%-Diffeo- 
morphismus h: 1 J gibt mit @ = ßBoh. Die Kurven heißen gleich orien- 
tiert, wenn h > 0 gilt, andernfalls heißen sie entgegengesetzt orientiert 


Äquivalente Kurven haben dieselbe Spur; sind zwei reguläre Kurven &,ß injek- 
tiv und stetig invertierbar, so ist die Gleichheit ihrer Spuren auch hinreichend 
für ihre Aquivalenz (Bd.1, 824:1.3). 


© Springer-Verlag GmbH 2017 
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(b) Satz. Zu jeder regulären Kurve @: I R? gibt es eine äquivalente, gleich 
orientierte Bogenlängen-Parametrisierung 8: J = R°. Diese ist nach Vorgabe 
eines Kurvenpunkts a durch die Bedingung ß(0) =a eindeutig bestimmt. 


BEweIs siehe 85:2.3(c) oder Bd.1, 824:2.5. 


(c) Unter einem Kurvenstück verstehen wir (abweichend von Bd.1, 824:1) 
die Einschränkung einer Kurve auf ein kompaktes Intervall. 


1.2 Krümmungsradius und Schmiegkreis 


(a) Satz. Gegeben sei eine Bogenlängen-Parametrisierung 8: J > R? und 
ein Kurvenpunkt a= ß(so) mit ß(so) #0, 0.B.d.A. so =. 

Dann gibt es genau einen Kreis 1 : [0,27] — R? mit Radius r > 0, der für 
s=0 die Kurve ßB im Punkt a von zweiter Ordnung berührt. Dieser ist gegeben 
durch 


y(s) = m+rcos(ws) vı +rsin(ws) va 
mit 
(0) = Y(0) , B(0) = (0), (0) = (0). 


Für den Mittelpunkt m, den Radius r und das Orthonormalsystem vı,va gilt 
r=u "= ||)", m=a+r?’ßß), vı=rß(0), v2=ß(0). 


Wir nennen die Spur von y den Schmiegkreis, r den Krümmungsradius, 
x.:= r! = ||ß(0)|| die Krümmung und m den Krümmungsmittelpunkt 
der Kurve 8 im Punkt a= ß(0). 

BEMERKUNGEN. (i) In Kurvenpunkten 8(so) mit ß(so) =0 setzen wir k = 0. 
(i) Das Berühren zweiter Ordnung im Punkt a kann auch mittels Taylor- 


Entwicklung gekennzeichnet werden durch die Bedingungen 


lim Be) ae) =0 für k=0,1,2. 
s-0 E 
BEWEIS. 
Die Berührbedingungen liefern 
a = ß(0) = y(0) = m+rvi, 
B(0) = %(0) = rwva, 
8(0) = (0) = -rw?vi. 


Aus der zweiten Bedingung ergibt sich rw = I8(0)|| = 1, also v2 = ß(0). Di 
dritte Bedingung liefert wvı = rw?vı = -ß(0), somit r||8(0)|| = rw = 1. 








(0) 
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(b) Die Krümmungsgrößen einer beliebigen regulären Kurve &:I— R? an 
der Stelle a= a(to) definieren wir durch die entsprechenden Größen der zu- 
gehörigen, gleich orientierten Bogenlängen-Parametrisierung 8: J — R? mit 
ß8(0) = a; hierzu muss die lineare Unabhängigkeit von &(to),&(to) voraus- 
gesetzt werden. Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren, ange- 
wandt auf «&(to), &(to), liefert dann ein Orthonormalsystem T,N mit 


_ _Atto) _ _&lto) - (T,ölto)) T 
To Tale) T,&))TI 


Es ergibt sich 
„ — N&(to) x &to)l| 
— . 3 ’ 
I&(to)| 
m=a+tx!N. 
Im Fall der linearen Abhängigkeit von 
&(to),&(to) setzen wir k=0. 


Nachweis als [ö4]: Sei 0.B.d.A. to =. 
Folgern Sieaus «= ßoh mit h>0, 
h(0)=0 und aus ||B|| =1, dass 


h(0) = |I&O)I|; 








h(0) h(0) = (&(0),&(0)), (0) = (T,&(0)), B(0)=T, 
sn _ &0)- (T,&(0))T _ jl&(0) - (T,&(0)) T| 
A) = — Tao Ko 


1160) x &o)|| \.. 
= Top N 


die letzte Gleichheit folgt aus 
IT x &0)1? = 1&(0)]I? - (T,&(0))” = ||&(0) - (T,&(0)) TI*. 





Die Kurve t > m(t) der Krümmungsmittelpunkte wird die Evolute von & 
genannt. 


(c) Für ebene reguläre Kurven £ + (x(t),y(t)) ergeben sich Krümmung und 
Evolute aus (b) durch die Interpretation als Kurve t > at) = (z(t),y(t),0) in 


R’ 2] 
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Für ebene Kurven in Graphengestalt t > (t,y(t)) ergibt sich die in $2:4.4 (c) 
und 85:3.1(b) verwendete Formel «(t) = j(t) (1 + y(t)?) ?. 


1.3 Aufgaben 


(a) Die von NEWTON in den Principia verwendete Konstruktion des Krüm- 
mungsmittelpunkts einer ebenen Kurve besteht darin, die Normalen benach- 
barter Kurvenpunkte «(t) und &(t+h) zum Schnitt zu bringen und den sich 
für R— 0 ergebenden Grenzwert zu bestimmen. Zeigen Sie die Übereinstim- 
mung mit der hier gegebenen Definition. 


(b) Berechnen Sie für die Ellipse t+> (a cost,bsint) (a#b) die Krümmung 
und die Evolute. Zeigen Sie, dass Letztere der Gleichung (Az)? +(By)”? =1 
mit Konstanten A, B > 0 genügt, und machen Sie eine Skizze. 


(c) Zeigen Sie, dass die Evolute des Zykloidenbogens t+> (t—- sint,1 —- cost) 
(0 <t < 2) ein Zykloidenbogen in verschobener Lage ist. Stellen Sie die 
Verbindung zwischen diesem Ergebnis und der Huygensschen Konstruktionsidee 
einer Pendeluhr mit Zykloidenhemmung her, vgl. 82:2.3 (e). 


(d) Zeigen Sie: Die Krümmung einer Kurve ist bewegungsinvariant. 


2 Flächen im IR? 


2.1 Darstellung von Flächen, Beispiele 

(a) Eine nichtleere Menge M C R? heißt Fläche, wenn es zu jedem Punkt 
ac M eine Umgebung U CR? und eine C*X-Abbildung ®: "> UCR? 
auf einem Gebiet Un C R? gibt mit folgenden Eigenschaften: 

(i) © ist injektiv und es gilt ®(U)) = MNU, 

(ii) die Jacobi-Matrix d®(u) hat an jeder Stelle ue Uno den Maximalrang 2, 
(ii) die Umkehrabbildung ®!: MNU — Uno ist stetig. 


Jede solche Abbildung ® wird eine Parametrisierung von M genannt, und 
MNU=&(U») heißt eine Koordinatenumgebung von a in M. Flächen, die 
Bild einer einzigen Parametrisierung sind, heißen Flächenstücke. Zu Beispielen 
von Flächenstücken und zur Bedeutung der Voraussetzungen (i)-(iii) verweisen 
wir auf Bd.1, 825:1. 


Die Einschränkung einer Parametrisierung ® : Un — M auf ein Teilgebiet 
von Uno ist wieder eine Parametrisierung von M. Wir verzichten auf den rein 
technischen Beweis. 


Für zwei Parametrisierungen ® : Uno — R>, vV:W- R?’ von M mit 
D := Mn &(U,)N (Vo) # Ö vermittelt die Parametertransformation 
(Koordinatentransformation) 


h=w'!o® 
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einen C*-Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen ®1(D), W!(D) CR?. 
Der BEwEIS wird in Bd. 2, 811:1.3 gegeben. 

Die Betrachtung von Flächen mit schwächeren Differenzierbarkeitsvorausset- 
zungen ist durchaus sinnvoll, liefert aber keine neuen Einsichten in die Geo- 


metrie. Die Forderung der C°-Differenzierbarkeit vereinfacht den Kalkül und 
bedeutet keinen Verlust an geometrischer Substanz. 


Im Hinblick auf die ab 88 verwendete Indexkonvention der Tensoranalysis schrei- 
ben wir bereits hier die Parameter und die Koordinaten der Flächenpunkte mit 
hochgestellten Indizes: 


u= (u', u”), x= (2!,2”, 2°); 


eine Verwechslung mit Potenzen ist nicht zu befürchten. 


(b) Wir erinnern an die Definition des Tangentialraums 7, M einer Fläche 
M im Punkt ae M (Bd.1, 825:3.3, Bd.2, $11:1.6). Dieser besteht aus den 
Tangentenvektoren v= «&(0) aller Kurven & : ]-e,e[— M mit «(0) = a, und 
ist mit dem Ursprung an den Flächenpunkt a angeheftet (für die Formalisierung 
der Fußpunktanheftung siehe 8 8:2.4*). 


Für jede Parametrisierung ® von M mit a= ®(u) wird TaM von den nach 
(ii) linear unabhängigen partiellen Ableitungen dı®(u),d2®(u) aufgespannt, 
ist also zweidimensional. 


(c) Satz. Für jede C® -Funktion f:R?DN-R ist die Nullstellenmenge 
M = {xen| f&)=0} 
eine Fläche im R°, falls M nicht leer ist und falls 
Vf(x)#0 fürallexeM. 
Es gilt Vf(a) 1 TaM, d.h. die Normale von M im Punkt ae M wird vom 
Vektor Vf(a) aufgespannt (Bd.2, 811:1.6). 


Der Beweis ergibt sich mit Hilfe des Satzes über implizite Funktionen, vgl. 
Bd.1, $22:5.5, 5.7. Ist a= (a',a?’,a?) € M und etwa ö3f(a) # 0, so gibt es 


Umgebungen Un von (a!,a?) und Vo von a? sowie eine eindeutig bestimmte 


C°-Funktion 9:Uo— Vo mit 
f(a!,2?,2?)=0 > 2°=y(e',a?) für (8',2?,2?)EU:=Uox VW, 
also 


Mae [ &(2',2°) _ (2!,2?, £(2',2?)) | (2!,22) Ei I 


[ÜA]: Prüfen Sie die Eigenschaften (i)-(iüi) für ®:Uo > MNU nach. 
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Mit diesem Satz lassen sich zahlreiche Gebilde im R° als Flächen erkennen, z.B. 


Be 
(x, y, z) =E ++ = 1 (a,db,c>0) Ellipsoid, 
(au. 2) | vVrty= cosh 2 } Katenoid, 


2 
lena!|( 2?+y? r) en} (O<h<r) Torus, 





(&, Y,z) | OHty-=1 } einschaliges Hyperboloid, 


(2,9, 2) | 2° + y -?= -ı1} zweischaliges Hyperboloid. 





Skizzieren Sie diejenigen dieser Flächen, von denen Sie keine anschauliche 
Vorstellung haben. 


(d) Eine Fläche M C R? kann in einer Umgebung jedes Flächenpunktes als 
Graph dargestellt werden: 


SATZ. Zu jedem Flächenpunkt a = (a!,a?,a®) € M gibt es nach eventueller 


Umnummerierung der räumlichen Koordinaten eine Umgebung Vo C R? von 
(a!,a?), eine Umgebung UCR? von a und eine CX-Funktion 2: Vo > R, 
deren Graph MNU ist. 

Nach Ausführung einer Bewegung des R? lässt sich noch a=0, es L TaM 
und (0,0) = 81%(0,0) = &%(0,0) =0 erreichen. 


BEWEIS. 


Umnummerierungen der Raumkoordinaten und Bewegungen im R? sind C®°- 
Diffeomorphismen, die Flächen wieder in Flächen und Tangentialebenen wieder 
in Tangentialebenen überführen. 


Wir wählen eine Parametrisierung ® : Un > R? für M und eine Koordina- 
tenumgebung U von a mit ®(Uo) = MNU. Für wo = ©!(a) hat d®(uo) 
den Rang 2; bei entsprechender Nummerierung der Raumkoordinaten dürfen 
wir deshalb annehmen, dass 


9,8! (uo) &®! (uo) 


9, ©°(uo) 58° (uo) 7 ” 


Wir wenden den Umkehrsatz Bd.1, 822:5.2 auf W := (®1,®?) an. Nach der 
Bemerkung (a) über die Einschränkung von Parametrisierungen können wir Uo 
gleich so wählen, dass W ein C”°-Diffeomorphismus zwischen Uo und einer 
Umgebung Vo von (a!,a?) ist. Die Abbildung ®oW"!:W- R? hat die 
Gestalt (u!,u?) > (u!,u?,p(u!,u?)) mit der C°-Funktion p = $oWw-! 
und besitzt die Bildmenge $ o W!(V)) = &(U,) = MNU. 
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2.2 Differentialrechnung auf Flächen 


(a) Eine Funktion f:M—R auf einer Fläche M C R? heißt differenzier- 
bar, wenn es zu jedem Punkt ae M eine Parametrisierung ®:Uo > MNU 
einer Koordinatenumgebung von a gibt, so dass fo® auf Un differenzierbar ist. 
Für jede andere Parametrisiertung W : VG) > MNV einer Koordinatenumge- 
bung MNV von aist fob = (fo®)o(® !oW) dann nach 2.1 (a) ebenfalls 
in einer Umgebung von ®!(a) differenzierbar, so dass der Begriff der Differen- 
zierbarkeit von Funktionen nicht von der Wahl der Parametrisierung abhängt. 


Differenzierbare Funktionen f:M —R sind stetig wegen f= (fo®)o®$!. 
Es ist klar, wie C”-Differenzierbarkeit zu definieren ist. Auf den Begriff der 
Ableitung einer differenzierbaren Funktion f:M —R gehen wir in (c) ein. 


Die C’-Differenzierbarkeit von Vektorfelden X = (X!,X?,X°?):M — R? 
wird auf die C’-Differenzierbarkeit der Koordinatenfunktionen X!,X?,X° 
zurückgeführt. Damit ist auch klar, was C"-Differenzierbarkeit einer Abbildung 
£:M— N zwischen zwei Flächen M und N bedeutet. 


Wenn nichts Anderes gesagt wird, setzen wir die C”-Differenzierbarkeit voraus. 
Den Vektorraum der C”°-Funktionen f:M—R bezeichnen wir mit FM. 
Unter einer Kurve auf einer Fläche M verstehen wir eine Kurve «:I—>M 
mit der Eigenschaft, dass für jede Parametrisierung ® : U — MNU die 
Koordinatenkurve t > ®!(a(t)) für alle t € I mit a(t) e MNU eine 
C*°-Kurve im R? ist. 

Meist lassen wir das Attribut „C”°-differenzierbar“ weg und sprechen einfach 
von Funktionen, Vektorfeldern und Kurven auf einer Fläche M. 


(b) Unter einem tangentialen Vektorfeld X auf M verstehen wir ein O°- 
Vektorfeld auf M mit X(a) € TaM für jedes ae M. Die Gesamtheit der tan- 
gentialen Vektorfelder auf M bezeichnen wir mit VM. Die Menge VM enthält 
mit X,YeVM, f,g€@ FM auch die Linearkombination fX +gY. 


Für jede Parametrisierung ® : Un — R? von M mit Koordinatenumgebung 
MNU= &(Un) definieren wir die lokalen Basisfelder auf MNU durch 
X;(a) := I®(u) für a= Blu)EMNU (i=12). 


Wegen X;o®=&;® und der C*-Differenzierbarkeit von ®:Uo—> R? sind 
diese C”°-differenzierbar. 


Jedes tangentiale Vektorfeld XEVM hatauf MNU die lokale Basisdar- 
stellung 


mit C*°-differenzierbaren Koeffizientenfunktionen &', €. 
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Denn mit 


ergibt sich aus Xo® = Se 'o®)d;® durch Skalarproduktbildung mit 9,® 
i=1 
das 2 x 2-Gleichungssystem 


Yauie 'o®)=b; (k=1,2) 


mit der Determinante 
18]? |? - (1®,®)? = | B x HB|? >0. 


Dessen Lösungen € o® ergeben sich mit der Cramerschen Regel als rationale 
Ausdrücke in den differenzierbaren Funktionen a;r,br, woraus sich definitions- 
gemäß die C”-Differenzierbarkeit der &' ergibt. 


(c) Für eine Funktion f € FM und einen Punkt ae M definieren wir die 
Ableitung in Richtung eines Tangentialvektors ve T3M durch 


E d 
fa) = (foa)‘(0) = flat). 
wobei a : ]-e,e| > M eine Flächenkurve ist mit &(0) = a, &(0) = v. Die 


Wahl der Kurve «& spielt hierbei keine Rolle; das ergibt sich aus der Koor- 
dinatenstellung der Richtungsableitungt: Für jede Parametrisierung ® einer 
Koordinatenumgebung MNU von a mit ®(uo) = a und die zugehörigen 
lokalen Basisfelder Xı1,Xa gilt 


(1) &ufla) = > v’öifla), falls v= = v'X;(a); 
hierbei ist = 5 
2) Afla) := AlfoB)(u) = ,fla) mit vi := Xila) (Ü=1,2). 
Denn für u(t) = (u! (t),u?(t)) := ®!(a(t)) gilt u(0) = uo und 
v= &(0)= (®ou)'( = 2 98m) DES>EXUF.: 
Es folgt v’ = u°(0) für i= 1,2 on damit 5 
(Fo 8) ou)‘(0) = D Alf o S)(w)i(0) 


i=1 


(fo «)'(0) 


2 


Yovöfla). 


i=1 


Aus (1) folgt insbesondere d;f(a) = &,,f(a) mit s :=X;(a) (i=1,2). 
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Rechenregeln für die Richtungsableitung 
(3) vHr&%f(a) ist linear auf TRAM, 


(4) fr f(a) ist linear und genügt der Produktregel. 
Beweis als [EA]. 
(d) Für Vektorfelder 
X=(X'1,X?7,X°):M>R 
erklären wir die Ableitung in Richtung ve T7aM durch 
O,X(a) := (&,X'(a),0,X”(a), d, X” (a)) i 


Wie in (c) ergibt sich die Linearität dieser Richtungsableitung bezüglich v und 
bezüglich X; ferner gilt die Skalarproduktregel 


%,&X,Y)(a) = (9X(a), Y(a)) + (X(a),ö,Y(a)). 


Für ein tangentiales Vektorfeld X und ein beliebiges Vektorfeld Y definieren 
wir das Feld 8%xY durch die punktweise ausgeführte Richtungsableitung 


OxY(a) := OxayY(a) für aeM. 


Bei gegebener Parametrisierung mit zugehörigen lokalen Basisfeldern X1,Xa 
setzen wir wie oben 


Y := 0x,Y. 

Für die lokalen Basisfelder Xı,X2 gelten die Vertauschungsrelationen 
X: = Ri, 99; X = IK, 

denn diese bedeuten nichts anderes als 
rB = HI, IB = IHK B. 


2.3 Die innere Geometrie von Flächen 


(a) Zur inneren Geometrie einer Fläche M C R? zählen wir seit GAuss alle 
Begriffe, die sich auf Längenmessung innerhalb von M zurückführen lassen. 


Für die Länge 
1 
L(a) = [ |&(t)|Idt 
0 


eines Kurvenstücks & : [0,1] — M auf der Fläche benötigen wir nur die Kennt- 
nis der Norm von Tangentenvektoren ve TaM, a € M. Die innere Geometrie 
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der Fläche M ist dadurch festgelegt, wenn wir für alle Tangentenvektoren von 
M die R’-Norm übernehmen, oder, was auf dasselbe hinausläuft, das R°- 
Skalarprodukt (u, v) von Tangentenvektoren uveTaM,aeM. 


Wir bezeichnen das auf 7aM eingeschränkte Skalarprodukt mit 
(,),:TRTMXxRM-oR 


und nennen dieses die erste Fundamentalform von M an der Stelleae M. 
Entsprechend bezeichnen wir die auf TAM eingeschränkte R?-Norm mit ||- ||. 
Zur inneren Geometrie der Fläche M zählt somit alles, was sich mit Hilfe der er- 
sten Fundamentalform ausdrücken lässt. Hierzu gehören Winkel, Flächeninhalt, 
und, wie wir im Folgenden zeigen, die Gaußsche Krümmung, Geodätische und 
Parallelverschiebung von Vektoren. GAUSS entwickelte dieses Programm in sei- 
ner Flächentheorie (Disquisitiones generales circa superficies curvas 1827 [69], 
veröffentlicht 1828). 


(b) Sei ®:Uo — R? Parametrisierung einer Koordinatenumgebung MNU = 
®(Uo), und X1,X2 seien die zugehörigen lokalen Basisfelder, d.h. für = 1,2 
gilt 

X;(a) = IP(w) mit a= Blu). 
Dann sind die Koeffizienten der ersten Fundamentalform 

gi; = Ki,X%;) 
C°-differenzierbar auf MNU wegen gij o ® = (9,8, 9,8) e C* (Un). 
Demnach sind die gi; (von der Parametrisierung ® abhängige) Funktionen auf 
M. In solchen Fällen, in denen die Fläche durch konkrete Parametrisierungen 
gegeben ist, bezeichnen wir die Skalarprodukte (I4;®,9,;®) = gjo®"! bequem- 
lichkeitshalber ebenfalls mit gi;, so wie dies in 86:2.3 und in Bd.1, 825:2.1 
praktiziert wurde. 
Für tangentiale Vektorfelder X, Y mit den Basisdarstellungen 

2 2 
xX= ER; Y = PX 
1 j-1 
erhalten wir 
2 2 
RY= % mer, IR = D med. 
i,j=l 13-1 
Die zweite Gleichung wird in traditioneller Notation geschrieben als 
2 
ds’ = I) gijdu'du) 
ige 

mit der Interpretation von ds als Abstand zweier „infinitesimal benachbarter“ 
Punkte mit den Koordinaten (u!,u?) und (u! + du!, u? + du?). 
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Die Matrix (g;;) ist an jeder Stelle a symmetrisch und positiv definit wegen 


2 
Y g;(a)v' = |vj? >0 für v£0. 
i,jel 


Die inverse Matrix bezeichnen wir mit 


diese ist ebenfalls symmetrisch und positiv definit. Es gilt also 


2 ; ae ; i. finger 
..g)K — SE Ja: — N . k_ ’ 
% Iijg = Ö; ’ > 9" gjk ö% mit ö; [ 0 für i£ k, 


j-1 


und nach der Cramerschen Regel 


1 12 
gg 1 g22 -gı2 . 
= - t := det(g;) >0. 
(*) (a 2) 9 E a) mit g et(gij) 


2.4 Orientierte Flächen 


Eine Fläche M C R? heißt orientierbar, wenn sie mittels einer Familie O von 
Parametrisierungen überdeckt werden kann, so dass je zwei überlappende Pa- 
rametrisierungen ®,W durch eine Parametertransformation h = wlo® mit 
positiver Determinante det dh > 0 verbunden sind. Eine Orientierung von M 
besteht in der Auszeichnung einer solchen Familie ©. Für jede Parametrisierung 
$ € O einer Koordinatenumgebung ®(U)) eines Punktes ae M hat 

xXı (a) x Xoa (a) h = 

N(a) = ——————_ 2 mit X = (I®)o® 

IXı(a) x Xz(a)|| 
denselben Wert (Bd.1, 825:3.3). Auf diese Weise induziert jede Orientierung 
von M ein Vektorfeld auf M, das zugehörige Einheitsnormalenfeld. 


Existiert umgekehrt ein Einheitsnormalenfeld N auf ganz M, d.h. ein Vektorfeld 
mit 
N(a)J)LT3M, |N(a)| =1 für aeM, 


so ergibt sich eine Orientierung von M durch Auszeichnung aller Parametri- 
sierungen ®, für die I,®(u) x &®(u) jeweils ein positives Vielfaches von 
N(®(u)) ist. Diese nennen wir positive Parametrisierungen der durch das Ein- 
heitsnormalenfeld N orientierten Fläche M. Orientierbare Flächen besitzen 
demnach genau zwei Orientierungen bzw. genau zwei Einheitsnormalenfelder. 


Jede durch eine Gleichung f = 0 definierte Fläche M (vgl. 2.1(c)) ist orien- 
tierbar, da N = ||V f||"Vf ein Einheitsnormalenfeld auf M ist. 
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3 Krümmung von Flächen 


3.1 Normalkrümmung und der Satz von Meusnier 


(a) Sei M eine durch ein Einheitsnormalenfeld N orientierte Fläche. Wir wollen 
jeder Tangentenrichtung eines Flächenpunkts eine Krümmung zuordnen. 


SATZ. (i) Sei ve TaM ein Vektor der 
Länge 1 und E die von v und N(a) 
aufgespannte Ebene durch a. Dann gibt 
es genau eine Kurve 


a:]-z,e > MNE 

in Bogenlängen-Parametrisierung mit 
a(0)=a, A(0)=v, 

die Normalschnittkurve von v in a. 


Jedem Tangentenvektor ve TaM der 
Länge 1 ordnen wir die Zahl 


Kn := (&(0),N(a)) 








zu, die Normalkrümmung von M an der Stelle a in Richtung v (EULER 1767). 


(ii) Der Betrag von kn ist die Krümmung x der Normalschnittkurve. Im Fall 
Kn > 0 ist die Normalschnittkurve zum Normalenvektor hin gekrümmt (Fig.) 
und im Fall kn < 0 von ihm weg. 


BEWEIS. 


Nach Satz 2.1(d) können wir durch Umnummerierung der Raumkoordinaten 
und durch eine räumliche Bewegung erreichen, dass M in einer Umgebung von 
a=0 Graph einer C®°-Funktion p mit 9(0,0) = 81%(0,0) = 82%(0,0) = 0 ist 
und dass damit N(0) = ea gilt. Nach einer Drehung um die x3-Achse dürfen wir 
weiter v= eı annehmen, d.h. E = Span {eı, es}. Damit ist MNENU die Spur 
der Kurve t > ß(t) := (t,0,p(t,0)) (jt| < 1). Die zugehörige Bogenlängen- 
Parametrisierung & mit &(0) = ß(0) liefert dann die eindeutig bestimmte 
Normalschnittkurve. 


Da ä&(0) auf v=&(0) senkrecht steht und in E liegt, ist &(0) ein Vielfaches 
von N(a), somit gilt |xn| = ||&(0)|| = «. 














(b) Bei der Bestimmung der Normalkrümmung dürfen wir den Richtungsvektor 
v durch eine beliebige Kurve repräsentieren: 


SATZ (MEUSNIER 1776). Für ve TaM mit |v||=1 gilt 
Kn = - (v,ö,N(a)) und kn = (&(0),N(a)) 
für jede Kurve & auf M mit «({0) =a, &(0) =v. 
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BEWEIS. 
Für jede Kurve &: ]-e,e[ > M mit «(0) =a, &(0) =vist (,Noa)=0, 
daraus ergibt sich durch Differentiation 


0 = (&,Noo)' = (&,Noa) + (a,(Noa)'). 
An der Stelle t=0 folgt daraus wegen (N o«)'‘(0) = ö,N(a) 
(&(0),N(a)) = - (v,O,N(a)). 











Für Normalschnittkurven «& ist die linke Seite gleich kn. 





3.2 Zweite Fundamentalform und Krümmungsgrößen 


(a) Wir fassen jetzt die Normalkrümmung als eine Funktion von Tangentenvek- 
toren auf. Hierzu definieren wir die zweite Fundamentalform I, von M an 
der Stelle a durch 


1,:nRMxTRM-R, uv— -(u,ö,N(a)). 
Es gilt also 
Kn = Da(v,v) für |v|| =1. 


SATZ. Die zweite Fundamentalform Ia ist eine symmetrische Bilinearform auf 
TaM, und durch v> — O,N(a) ist ein linearer Operator 

Sa: TaM — TaM 
gegeben. 


Sa heißt der Gestalt-Operator oder die Weingarten-Abbildung von M 
an der Stelle a. 


Die Linearität von v- Sav = -Ö,N(a) ergibt sich nach der Rechenregel (3) 
in 2.2 (c). Weiter gilt 


Sav= -OA,N(a)ETRM für veTaM, 
denn aus (N,N) =1 folgt nach der Skalarproduktregel 2.2 (d) 
0 = &(N,N) = 2(&N,N), also &,NLN. 











Der Nachweis der Symmetrie wird in 3.3 nachgetragen. 





Für tangentiale Vektorfelder X,Y € VM auf einer Fläche M vereinbaren wir 
die Bezeichnungen 


(X,Y):M>R, ar> (X(a),Y(a)), 
IUX,Y):M>R, ar> Iu(X(a),Y(a)). 
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Der Gestalt-Operator ist symmetrisch bezüglich der ersten Fundamentalform. 
Somit besitzt das charakteristische Polynom det(Sa — Al) reelle Nullstellen 
Kı < Ka, und es gibt eine Orthonormalbasis vı,v2 für TaM aus zugehöri- 
gen Eigenvektoren. 

Die Eigenwerte kı, ka von Sa heißen Hauptkrümmungen von M an der Stelle 
a; nach dem Rayleigh-Prinzip (Bd.1, $20:4.1) ist kı die kleinste und ka die 
größte Normalkrümmung von M an der Stelle a. 


Jeder Eigenvektor von 5a wird eine Hauptkrümmungsrichtung genannt. 


Die Determinante K(a) von Sa heißt Gaußsche Krümmung an der Stelle a, 


und H(a) = 3 Spur Sa heißt mittlere Krümmung an der Stelle a. Es gilt 


also 
K(a) = Kıka, H(a) = S(kı+ Ra). 


Die bekannte Beziehung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel 
besagt 


K(a) < H?(a), 
und aus det(Sa — Al) = (A-kı)(A-xr2) = X? —- 2H(a)\+ K(a) folgt 
rı = (H-YH?-K)(a), kr» = (H+YH?-K)(a). 


Bei Änderung der Orientierung von M wechseln die Hauptkrümmungen und 
die mittlere Krümmung das Vorzeichen; die Gaußsche Krümmung ändert sich 
dabei nicht. 





Nach 1.3(d) bleiben die Krümmungsgrößen kı, «2, H, K unter einer orientie- 
rungstreuen Bewegung der Fläche M erhalten. 


BEISPIELE. (i) Für eine ebene Fläche M ist jeder Normalschnitt eine Gerade, 
also sind alle Normalkrümmungen Null. Es fflgt H = K =0. 

(i) Für die R-Sphäre M = {x € R’| Ix|| = R} mit dem äußeren Einheits- 
normalenfeld sind alle Normalschnitte Großkreise mit Radius R; alle Normal- 
krümmungen sind kn = -1/R [64]. Es folgt sı =k2a = H = -1/R, K= 1/R? 
in jedem Punkt ae M. 

(ii) Für den Zylinder M = (2,9, 2) | +y = R?} mit dem äußeren Ein- 
heitsnormalenfeld ergeben sich die Hauptkrümmungen kı = -1/R, k2 =0; es 
gilt also H = —-1/(2R) und K=0 in jedem PunktaeM. 


(b) Aus dem Vorzeichen der Gaußschen Krümmung K(a) lässt sich auf die 
Gestalt der Fläche nahe a schließen: Im Fall K(a) > 0 haben beide Haupt- 
krümmungen kı,ka gleiches Vorzeichen. Für kı,x2 > 0 ist daher jede Normal- 
schnittkurve & mit &(0) = a wegen kn = (&(0),N(a)) > xı >0 
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zum Normalenvektor N(a) hin gekrümmt, für kı,x2 < 0 dagegen von ihm weg 
(linke Figur). Im Fall K(a) < 0 haben die Normalschnittkurven &ı, «a zu den 
Hauptkrümmungsrichtungen vı 1 va Normalkrümmungen x; = (&: (0), N(a)) 
verschiedenen Vorzeichens (rechte Figur). 

Die sattelförmige Gestalt im letzten Fall ist typisch für nicht ebene Minimal- 
flächen (H =0, K #0) wegen K< H?=0. 

Für K(a) = 0 lassen sich keine Aussagen über die Gestalt der Fläche nahe a 
machen, wie die Beispiele M+ = I; Y,2) | z=.'+ Yet, a= (0,0,0) zeigen 
[öAl. 








3.3 Koordinatendarstellung der Krümmungsgrößen 


Sei ®:Uo > MNU eine positive Parametrisierung der orientierten Fläche 
M,dh. ®xhB,No®) > 0, und Xı1,Xz seien die zugehörigen lokalen 
Basisfelder. 


(a) Den in 2.3(b) definierten Koeffizienten gi; = (X:,X;) der ersten Funda- 
mentalform stellen wir die Koeffizienten hi; := II(X;,X,;) der zweiten zur Seite; 
dabei beachten wir die aus (X;,N) = 0 mit der Skalarproduktregel 2.2 (d) fol- 
gende Gleichung 


0 = 8,(X,N) = (8,%;,N) + (X,,0;N). 
Mit dem Vertauschungsregeln 2.2 (d) ergibt sich daraus 
1) &,9;N) = - (8,X,N) = - (X,,N) = (X,,9N). 
Somit haben wir 
2) 95 = RX) =, 9 = det(g5)>0, (g) = (5), 
(3) hy = IX,X,) = -(X,;N) © 95. 


Mit hi; = hji folgt Oa(u,v) = Ila(v,u) aus den Basisdarstellungen von u, v 
und damit die Symmetrie von 5 [öA]. Die Koeffizienten von 5 bezeichnen wir 
mit he: 
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(4) S(X,) = > HEXr. 


Dann gelten die Beziehungen 


Die erste folgt aus 
ok = k 
hi = IR,%,) = (Ru, SR)) = SR, X) = % geh); 
k=1 k=1 
die zweite folgt aus der ersten: 


2 2 2 2 
Den; =V "ni= VD Pak - Wem =h. 
j-l j-l je je 
Lassen wir gemäß der Einsteinschen Konvention die Summenzeichen weg (siehe 
4.1 (c)), so erhalten die Gleichungen (5) die übersichtlichere Form 
5) hy = gihs , he = g”hiy. 


Die Bildungsregeln für diese Formeln sind so leichter erkennbar: Senken (Herun- 
terziehen) von Indizes mit Hilfe der gix und Heben (Heraufziehen) von Indizes 
mit Hilfe der g*. 


Wir erhalten aus (5) und (x) von 2.3 mit der Abkürzung h := det(hi;) 


2 
det S = det(h}) = det ()) g’*hi;) 


K= 
3-1 
ii; h 
AED — 7 
1 Inu LIS W 
H= 5 Spur $ =53 Shi 5 PAD 
ı= 1,J= 
1 
=, (g22hıı — 2gı2hı2 + gııh22). 
(b) Nach Definition sind die Koeffizienten gij, hij, ... und die Krümmungs- 


größen Funktionen auf der Koordinatenumgebung MNU = ®(Uv). In Beispie- 
len, bei denen die Fläche durch Angabe von Parametrisierungen gegeben ist, ist 
es sinnvoll, diese Größen nicht auf die Flächenpunkte a, sondern auf die zu- 
gehörigen Parameterwerte u = (u!,u?) zu beziehen, also g;o®!, h5o®"! 
usw. zu betrachten. Wir vereinbaren, in solchen Fällen 


gi; statt go®', hy statt ;o®', N statt No® 
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zu schreiben. Mit dieser Konvention ist dann wegen X; = (O;®) o »-! 


in dB x [oyx: 2 
- 9x %®] 


9:5 = (08,0;®), hy 2 (0;8,N), N=H 





wobei das Minuszeichen im Fall einer negativen Parametrisierung zu wählen ist. 
GAUSS bezeichnete in der Flächentheorie die Koeffizienten 

gu, 912, 92, mit BE, F,G, 

hıı, hıa, had mit L, M, N, 


und führte dort auch die Bezeichnungen H,K für die Krümmungsgrößen ein. 


Wir geben die Koordinatendarstellungen der Krümmungsgrößen für spezielle 
Typen von Parametrisierungen an, wobei wir uns an die verabredete Konvention 
halten. 


(c) Parametrisierung als Graph &(u!,u?) = (u!,u?, o(u!,u?)) mit dem 


Einheitsnormalenfeld 


HDBx BD 1 
N = = —— (-919,-0%,1). 
|Oı® x &®|| 1+ voll? (dp, 829,1) 


Hierbei ergibt sich 


det (I:ORP) 
— 7, eo 
(1+ voll?) 
=3 3 = > div nn 
1 IF Tr 1+||vol 


Nach 82:4.5 sind Minimalflächen in Graphengestalt also durch das Verschwin- 
den der mittleren Krümmung gekennzeichnet. 


(d) Parametrisierung von Rotationsflächen 
(0,5) = (r(s) cos, r(s) sin 0, z(s)) mit r>0, r?+2°>0. 
Wir orientieren die Rotationsfläche durch das Einheitsnormalenfeld 
1 


N(9,5) = ——————— (z’(s) cos, 2’(s)sin6,—r’(s)) . 
0.) = Ta 0 (9) 


Machen Sie sich klar, dass ® eine positive Parametrisierung der durch 
N orientierten Rotationsfläche ist ((dı® x g®,N) > 0), und dass N im Fall 
z’(s)>0 das äußere Normalenfeld liefert. 
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Mit (a) und (b) ergeben sich unter Verwendung der Abkürzungen 


' ' 











o:= Vr?+2?, D:= un an 
die Beziehungen 
gu =r?, g2=0, m=e, gr, 
hı = -rz'/e, hı2a=0, ha=-D/o, h=rzrD/o, 
Be : n--„(&+sD). 
ro 2\r 0 


Ist die Meridiankurve s > (r(s),0,z(s)) durch die Bogenlänge parametrisiert, 
r'? + 2'° =1, so folgt r’r” + 2'2” =0 und damit 
r" z 1l,,.n Zu} 
Keanzı Ders -r"z'). 
(e) AUFGABEN. (i) Bestimmen Sie H und K für das durch r(s) = coshs, 


z(s) = s gegebene Katenoid. 
(ii) Zeigen Sie, dass es genau drei Typen von Rotationsflächen mit K =0 gibt. 


(ii) Eine Rotationsfläche mit konstanter Krümmung K = -—1 heißt Pseu- 
dosphäre. Was ergibt sich für eine Pseudosphäre bei Verwendung der Bo- 
genlängen-Parametrisierung s — (r(s),z(s)) mit r(0) = 1, r’(0) = -1, 


z(0) =0, z’(0) > 0? Skizzieren Sie die Meridianlinie. 


4 Kovariante Ableitung und Theorema egregium 


4.1 Kovariante Ableitung und Christoffel-Symbole 


(a) Für tangentiale Vektorfelder X,Y € VM auf einer Fläche M vereinbaren 
wir die Bezeichnung 


%xY:M-R?, ar I&aY(a), 
vgl. 2.2 (a). 


Jeden in einem Punkt ae M angehefteten Vektor v € R? zerlegen wir in den 
Tangential- und den Normalanteil, 


v= vv" mit v"TERM,v" LTM. 


Hierdurch wird jedes Vektorfeld X auf M punktweise in den Tangential- und 
den Normalanteil zerlegt, 


X se xtan jagt ‚ 


Bezüglich einer Parametrisierung ® von M mit den lokalen Basisfeldern X, Xa 
ergibt sich 
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2 
XV ex mb 2 g"(X,Xr), 
i=1 
Letzteres folgt aus 0 = (X ER X.) = X,xX,) -— -% e ik: 


(b) Für tangentiale Vektorfelder X,Y € VM ist die Richtungsableitung 9x Y 
im Allgemeinen kein tangentiales Vektorfeld auf M. 


Wir definieren die kovariante Ableitung von Y in Richtung von X als den 
Tangentialanteil von OxY, 


DxY := (%xY)” evM. 


Für Funktionen f € FM setzen wir Dx f := Öxf; ferner vereinbaren wir, dass 
Dx immer nur auf den nächstfolgenden Term wirken soll. 


Rechenregeln für die kovariante Ableitung. Die kovariante Ableitung 
(X,Y) > DxY, VMxVM->VM 
(1) ist FM-Jinear im ersten Argument, d.h. 
Daxı+rx Y = fJıDxıY + feDx,Y für Xı,X2eVM, f, ße FM, 
(2) ist linear im zweiten Argument, d.h. 
Dx(aıYı +a2Y2) = aıDxYı+a2DxY2 (Yı,Y2EVM, aı,az ER) 
(3) genügt der Produktregel 
Dx(fY) = DxfY+fDxY für JEFM,X,YeVM 
(4) erfüllt die Skalarproduktregel 
Dz(X,Y) = (DzX,Y) + (X,DzY) für X,Y,ZeVM. 
Nachweis als [EA]. 


Weiter gilt für orientierte Flächen M mit Einheitsnormalenfeld N die Gauß- 
sche Ableitungsgleichung 


9xY = DxY + (X,Y)N für X,YeVM. 


Denn nach Definition der kovarianten Ableitung gibt es eine Funktion v auf M 
mit &&Y = DxY-+rvN, und nach der Skalarproduktregel in 2.2 (d) folgt 


0 = &x(Y,N) = (öxY,N) + (Y,öxN) 
= (vN,N) - I(Y,X) = v-I(X,Y). 
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(c) Wir leiten nun die Koordinatendarstellung der kovarianten Ableitung ab. 
Seien ® eine Parametrisierung von M und X1,Xa deren lokale Basisfelder. Wir 
schreiben 


D; für Dx,; 


weiter verwenden wir im Folgenden die 


Summationskonvention: Tritt in einem Ausdruck ein Index einmal oben und 
einmal unten auf, so ist über diesen Index zu summieren; z.B. ist 


EX; zu lesen als > EX;, und 
i=1 
9 drgir zu lesen als 5 9 drgir : 
i,0=1 
SATZ. Besitzen X,Y € VM und D;X, die lokalen Basisdarstellungen 
X=EX, Y=WX, DX, =Th;X, 
so hat die kovariante Ableitung die Darstellung 
DxY = (nm +Ty7)Xr, 


mit 





Ti; = 39" (-Ogij + O0; + d;gie) 


Hiernach ist die kovariante Ableitung allein mit Hilfe der ersten Fundamental- 


form ausgedrückt, gehört also zur inneren Geometrie der Fläche M. 


BEWEIS. 
Nach den Rechenregeln (1)-(3) in (b) und nach Definition der T}, gilt 


DxY = Dax, Y = EDY = EDi(m’X;) = E(Dim’X; + m DiX;) 
= E (PR, A+NTER,) = E (On +) X. 
Aus der Skalarproduktregel (4) in (b) ergibt sich 
gi; = Ki, X) = (DrXi,X;) + (Xi, DrX;) 
= (TuXe,X;) + (X, T4;Xr) = T%,905 + Ti; ie 
= Ti + Unis, 
wenn wir setzen 
Tiej := ger 1 = (Xı,T5Xr). 


Diese Koeffizienten sind symmetrisch in ö und 5, Tie; = Tjei, denn aus der 
Relation 4X; = 6;X:; (vgl. 2.2 (d)) und nach Definition von T}, folgt 
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Di = (Xu, 1X) = Xu,DiX,) = (K,9X%,) = (Kı,0;X:) 
= (Xu,D;X:) = (Xu, T4Xr) = Tin. 


Aus der letzten Identität und der Formel für Ö,gi; ergibt sich 





tgi5 + ige; + 9;ge = Tai; — Fezi + Fie; + Fige + Tyie + Ten 
= 2l,e;, 


woraus wir erhalten 











g"* (— Öegi; + dige; + gie) = 29" Ti; = 2TE,. 





(d) Die Koeffizienten Te; und Ty, werden Christoffel-Symbole genannt. 
Wir stellen ihre Eigenschaften zusammen: 


DiX, = TiXk, Ti = 39“ (- gi; + dig; + gie) , 
Ti = gull;, I = g'Tis, 
el Tele; 


Ti = (GX;,Xı) = (DR, X), gi = Trig + Urzi- 


Wie in 3.3 (b) beziehen wir bei konkret gegebenen Parametrisierungen ® die 
Christoffel-Symbole auf die Parameterwerte u = (u!,u?) und schreiben 


Dig für igo®"' und Ti, für T,o@"". 
Die Berechnung dieser Funktionen erfolgt dann nach den Formeln 
95 = (B,;B), (g*) = (95) (vgl. 2.3 (#)), 


Tie; = ( Öegij + Öige; + d;gie) , Pi, g"Tie. 





(e) AUFGABE. Berechnen Sie die Christoffel-Symbole TH für die Parametrisie- 
rung einer Rotationsfläche 


&(u',u?) = &(9,s) = (r(s)cos9, r(s)sin®, z(s)), 
vgl. 3.3 (d) (ii). Es ergibt sich 


rr' n r'r"' +z'z” 


2 
Ti; = — — Ts, =: — 
11 22 
2 r'? z'? 2 


1 1 r k 
Tia = T3ı = m T;; = 0 sonst. 
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4.2 Die Gleichungen von Gauß und das Theorema egregium 


(a) Sei M eine orientierte Fläche und ® eine Parametrisierung von M. Mit 
Hilfe der Christoffel-Symbole 





ER — ER Öegij + Öigej + d;gie) 


definieren wir 





L u £ L L m £ m 
Rijr = U jr — Tir + Fimlr — Tjmlir- 


SATZ. Die Koeffizienten der ersten und der zweiten Fundamentalform sind 
durch die folgenden Beziehungen miteinander verbunden: 


Röjr = höhjr — höhrr mit Rh} = g’hi 
(Gleichungen von Gauß 1827) und 

Öihjk — hir = 1: hje — Dar hie 
(Gleichungen von Mainardi-Codazzi). 


Gauss waren beide Beziehungen bekannt; er stellte die zweite Gleichungsgruppe 
vermutlich nur deshalb nicht heraus, weil er sie nicht für bemerkenswert hielt. 
Diese wurde von MAINARDI 1856 und CoDAZZı 1860 wiederentdeckt. 


BEWEIS. 


Die Gaußsche Ableitungsgleichung 4.1(b) und die Koordinatendarstellung 4.1(c) 
der kovarianten Ableitung liefern 


(1) 9X = DiXr + X, X) N = T%,Xe+ hr N, 
vgl. 3.3 (a). Den Gleichungen 3.3 (4),(5) entnehmen wir 
2) 9N=-WX, M=g"hr, hir = gmhr. 
Aus (1) und (2) folgt mit der Produktregel 

GH;RK = (Tr X, + hjk N) 


= Tr Xe + T%, 9X + Öihjzk N + hjr N 





= 0%, X + 5, (DR Xm + hie) + ÖihzaN — hjrhl X 


(T%, + Dal —hjk hi) X. + (Tiyhie + dh;r) N. 
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Wegen 9;Xk = I59Xr (vgl. 2.2 (d)) ergibt sich daraus 
0 = 909;Xr - 9,0Xr 
= (AT, - 04 + TR Tim - TRTEm — hinhl + hack) Kr 
+ (Tirhie Teyhje H ö;hjr d;hir) N 
= (Rlyx — hjeh + hich$) Ko + (Texhie — Tfyhze + Öchzr — Ozhir) N. 











Die Gleichungen von Gauß und Mainardi-Codazzi folgen nun aus der linearen 
Unabhängigkeit von X1,Xa,N. 














(b) Die wichtigste Folgerung aus den Gaußschen Gleichungen ist das 


Theorema egregium (GAuss 1827). Die Gaußsche Krümmung K ist eine 
Größe der inneren Geometrie: Für jede Parametrisierung einer Fläche M gilt 





K- Rıaaı 
9 
mit Rijkn := gne Rx und 9 = 911922 — 912921. 
Denn nach 3.3 (a), der Gleichung (2) oben und den Gaußschen Gleichungen in 
(a) gilt 


gK=h= hıha2 — hızhaı = gue(hiha2 Z— hahaı) = guRia = Rızai, 





und nach 4.1(c) sind die Christoffel-Symbole Größen der inneren Geometrie, 
somit auch die Röir und Rijkr- 


Dieses Theorem verdient in der Tat das Prädikat herausragend. Zum einen er- 
weist sich die Gaußsche Krümmung als zur inneren Geometrie gehörig, obwohl 
sie mit Hilfe der zweiten Fundamentalform definiert wurde, welche nicht zur in- 
neren Geometrie gehört. Zum anderen ergibt sich aus diesem 'T'heorem als Kon- 
sequenz, dass es keine längentreue Erdkarte geben kann. Denn bei einer solchen 
Abbildung zwischen zwei Flächen müssen die erste Fundamentalform und damit 
auch die Gaußsche Krümmung in korrespondierenden Punkten übereinstimmen. 
Jedoch hat nach 3.2 die R-Sphäre die Gaußsche Krümmung K = 1/R?, für die 
Ebene ist dagegen K =0. 


(c) AUFGABEN. 
(i) Zeigen Sie 
e L 2 
Rijr = K(6595x — 859), Rijkn = K’(gin gjk — Ingir)- 
(ii) Zeigen Sie für isotherme Parametrisierungen, gıı = 922, gı2 = 0, dass 


bei Auffassung der gi; als Funktion des Parameters u 


K=-e "Au mit e*:= gı=g2a, A = ddr + Ha. 
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5 Geodätische 


5.1 Geodätische als geradeste Kurven 


(a) Geraden im Raum können als Kurven verschwindender Krümmung gekenn- 
zeichnet werden, also durch & = ||ä&|| = 0 für jede Bogenlängen-Parametrisie- 
rung «&. Bei Flächenkurven müssen wir die Krümmung der Fläche berücksichti- 
gen und charakterisieren deshalb die „geradesten“ Kurven als Kurven minimaler 
Krümmung: 

Seia@:I—M eine Kurve in Bogenlängen-Parametrisierung auf einer Fläche 
M mit a=oflt) eM und v=(t) € TaM. Wählen wir einen Einheits- 
normalenvektor N der Fläche in a, so gilt nach 3.1 (a),(b) und 3.2 (a) 


(&(t),N) = kn = Oa(v,v) 


und daher für die Krümmung x von & im Punkt a=«ft) 


2 = läd]? = a)" + ar“ |” = |" + N]? 








= la@|’ + 2 > 52 = Ialv,v). 


Die Kurve «& ist daher an der Stelle t € I am geradesten, d.h. am wenigsten 
gekrümmt, wenn At)" =0. 


Eine Kurve @:/—> M mit ä(t)'” =0 für t€ I wird eine Geodätische auf 
M genannt. Wir notieren, dass die Wahl des Einheitsnormalenvektors nicht in 
den Begriff der Geodätischen eingeht. 

Für jede Geodätische gilt (&,&)" = 2(&,ä&) = 2(&, a) = 0, also ist & 
entweder konstant, oder es gilt ||&(t)|| = c mit einer Konstanten c > 0. Daher 
entsteht aus einer nichtkonstanten Geodätischen & durch Umparametrisierung 
genau dann wieder eine Geodätische 8 = a oh, wenn h(t) =at+b. 


(b) BEISPIELE. (i) Enthält eine Fläche M eine Gerade g, so ist jede Parame- 
trisierung t > a+tv von g eine Geodätische. Dies ist z.B. beim einschaligen 
Hyperboloid der Fall [ü4]. 


(ii) Geodätische auf der Sphäre M = {x e R? | ||x|| = R} liegen auf Groß- 
kreisen: Genau dann ist &: I — M eine Geodätische, wenn ||&|| konstant ist 
und wenn es ein v #0 gibt mit at) Lv für alle t € I. Denn für reguläre 
Flächenkurven a gilt 2(@,&) = (w,a)’=0, also La undv=ax&70. 
Der Vektor v ist genau dann konstant, wenn 0O=v=.«ax ä, wenn also & ein 
Vielfaches von «& ist und damit &" =0 gilt. 


Weitere Beispiele folgen in 5.4. 


(c) Bezüglich einer Parametrisierung ® von M ergibt sich bei Verwendung der 
Summationskonvention 4.1 (c), die wir auch im Folgenden beibehalten, 


a (ü* + TH (u) au) %B(u); 
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hierbei sind die Christoffel-Symbole auf die Koordinaten (u!, u?) bezogen, und 
t> ult) := $!(a(t)) ist die Koordinatendarstellung von & bezüglich ®. 


Denn aus «= ® ou folgt 
& = 9(u)W, & = ;&(u)ü? + 9,9; 8(u) uw, 

also mit der Koordinatendarstellung 4.1 (c) der kovarianten Ableitung 
= ii d,lu) + Tizuü? Blu) = (Ü + Tu) Blu). 


Die Koordinatenkurven £ > u(t) = (u!(t),u°(t)) von Geodätischen genügen 
also dem nichtlinearen System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


“) + =0 (k=l?): 
Umgekehrt liefert jede Lösung t ++ u(t) = (u!(t),u?(t)) dieser Gleichungen 
eine Geodätische £ > ®(uft)). 


Mit den TH, gehören damit auch die Geodätischen zur inneren Geometrie von 
M. 


5.2 Geodätische als lokal kürzeste Kurven 


Für Kurven & : I — M und kompakte Intervalle J C I betrachten wir die 
Integrale 


= / 18 )||dt, £(@, J) = le I” at. 


Das erste ist die Länge des Kurvenstücks & : J — M, das zweite nennen wir 
dessen Energie. 


Eine Kurve @:I— M heißt lokaler Minimizer von £ (bzw. von E), wenn 
es zu jedem Kurvenpunkt a= «a(to) eine Koordinatenumgebung V CM sibt, 
so dass für jedes kompakte Intervall JC I mit to € J und a{J) CV das 
Kurvenstück &: J— V das Minimum von £ (bzw. von E) in der Klasse aller 
Kurven 8: J— V mit gleichen Endpunkten wie &:J— V liefert. 


Satz. Für eine reguläre Kurve &:I— M sind folgende Aussagen äquivalent: 
(1) @ ist eine Geodätische, 

(2) & ist lokaler Minimizer der Energie, 

(3) & ist lokal Kürzeste in M und ||&(t)|| =c mit einer Konstanten c>O. 


Da £ invariant gegenüber Umparametrisierungen ist, ist nach diesem Satz mit 
einer Geodätischen & auch jede Umparametrisierung 8 = aoh eine lokal 
Kürzeste, jedoch nur dann ein lokaler Minimizer von €, wenn h konstant ist. 
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BEWEIS. 
(i) Übersicht. Si &:I— M ein lokaler Minimizer von £ (bzw. von €). 


Zu to € I wählen wir eine Koordinatenumgebung V = ®(Uo)NM der oben 
angegebenen Art und ein Intervall J= [tı,t2] mit &(J) C V. Für die Koordi- 
natenkurve u=®!(«a) gilt nach 2.3 unter Verwendung der Summationskon- 
vention 


i 


1? = || ®(wWi‘]]” = gatu)üüh. 











Wir beziehen die Integrale L(a, J), E(, J) auf die Koordinatenkurve u und 
schreiben 


to to 
L(u, J) = [ Vgir(u)üikdt, E(u,J) = 3 [ gir(u) uür dt. 
tı tı 


Dann ist £ ein parametrisch-elliptisches Variationsintegral, vgl. 85:2. Nach 
Voraussetzung gilt 


L(u,J) < L(v,J) (bzw. E(u,J) <E(v,J)) 


für alle Kurven v mit v(tı) = u(tı), v(t2) = u(t2) und v(J) C V; Letzteres 
ist für |v-ullco X 1 sicher der Fall. Somit ist u eine starke lokale Mini- 
mumstelle von £ (bzw. von €) und erfüllt daher insbesondere die zugehörigen 
Euler-Gleichungen. 


Wir zeigen in (ii), dass unter den Voraussetzungen (3) (bzw. (2)) diese Euler- 
Gleichungen jeweils äquivalent zu den Gleichungen (x) für Geodätische sind. Ist 
umgekehrt u: /— Un eine reguläre Lösung der Euler-Gleichungen (x) und 
to € I, so ist u nach Einschränkung auf ein hinreichend kleines Intervall eine 
lokale Minimumstelle von £ (bzw. von E) bei vorgegebenen Randwerten, vgl. 
85:2.5 (bzw. 83:3.4). Dies führt auf die Eigenschaften (3) (bzw. (2)). 


(i) Si @:I—M eine lokal Kürzeste mit ||&(t)| =c>0. Da tr aft/e) 
ebenfalls eine lokal Kürzeste ist und da unter Umparametrisierungen t > ct 
Geodätische wieder in Geodätische übergehen, dürfen wir c = 1 annehmen. 
Nach 85:2.3 (c) erfüllt mit den Bezeichnungen (i) die Kurve u=®!(a) die 
Euler-Gleichungen für das Variationsintegral € mit der Lagrange-Funktion 


i 


E(u,ü) = 3 gir(u)üür. 
Diese lauten 


dTOB, . BE. _ _ 
z Fin) - 5a) =0 d=1,2. 
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Wegen 


öE R Be öE 1 BR 
Zr ü) = gi, = zIeilu)ü u 


erhalten wir aus den Euler-Gleichungen für £=1,2 
I 


d „i 
0 = Fr [96 (u) ü‘] —_ 3dgij(u) ü Ü 


= ge (u) + d;gei(u) Wi 3995 (u) ui. 
Mit d;ge(u) uü = Ö;gej(u) uü? und der Formel für die Tje; in 4.1 (d) folgt 


0 = gulu)ü' + 4 (-dgij(u) + digej(u) + 9;9:r(u)) ui 





= gu(u)ü' + Dieslu) ui. 
Nach Multiplikation mit g** folgt mit g"’ga = öf, Te — T;; daraus 


+ T,W)üW =0 (k=12), 











also die Differentialgleichung (x) der Geodätischen. 





EULER fand 1728 auf diesem Weg die Differentialgleichungen von Geodätischen. 


5.3 Exponentialabbildung und geodätische Polarkoordinaten 


(a) SATz 1. Zu jedem Punkt ae M und jedem Vektor v € TaM existiert 
genau eine maximal definierte Geodätische Y=Yay: 1 M auf einer offenen 
Intervallumgebung I = Ia,» von O0 mit 


10) =a, 30) = v. 


Der BEWEIS ergibt sich im Fall, dass M durch eine einzige Parametrisierung 
beschrieben wird, unmittelbar aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz für 
gewöhnliche Differentialgleichungen. Im allgemeinen Fall ergibt sich die gesuch- 
te Geodätische durch Verkleben von Stücken, die in Koordinatenumgebungen 
verlaufen, siehe BooTHgBy [53] VIIL.5. Ein solches Verkleben wird im Beweis 
6.1(c) ausgeführt. 


Da Geodätische unter affinen Substitutionen t > at + b wieder in Geodätische 
übergehen, folgt mit Satz 1 Yay(t) = Yaıy(1) für t € I. Daher ist Y,, auf 
dem Intervall [0,1] definiert, falls ||v|| genügend klein ist. 


SATZ 2. Für jeden Punkt a einer Fläche M gibt es eine sternförmige Umgebung 
Ua C TaM des Nullpunkts, für welche die Exponentialabbildung 
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e&xp,:Ua=M, very) 


einen Diffeomorphismus zwischen Ua 
und Va := exp,(Ua) liefert. 


BEWEIS siehe DO CARMO [44] 4.6. 


Nach dem eben Gesagten bildet die 
Exponentialabbildung exp, jede genü- 
gend kleine Strecke {tv |O<t<1} 
auf ein Stück der Geodätischen Y mit 
y(0)=a, y(0)=v ab. 
Wählen wir in TM eine Orthonormal- 


basis eı,ea, so erhalten wir durch die 
Abbildung 















sa=lz 
a, 
Zen 







® :u= (u',u?) > exp,(ue;) 
auf der sternförmigen Nullumgebung 

Un = { (u', u?) ER? | ue; € Un} 
eine geometrisch ausgezeichnete Parametrisierung von M, genannt die Parame- 
trisierung durch Normalkoordinaten um aeM. 
SATZ 3. Für die Parametrisierung durch Normalkoordinaten um a gilt 

Hl) = 6, Til) = 0. 

BEWEIS. 
Wegen Yare; (1) = Ya, (t) gilt 9B(0) = Zexp,(tei) 


also für die g:;, 107 





t=0 = Varss (0) -&i, 
als Funktion der Parameter u 


gi;(0) = (B(0),9;B(0)) = (ei,e;) = ij. 


Für jeden Vektor 0# ve R? liefert u(t) = tv die Koordinatendarstellung einer 
Geodätischen, also gilt nach 5.1 (c) 


0 = ü"(0) + TF,(0)ü‘(0)w (0) = T5,(O)v'v 


(2) 














für alle (v!,v?). Mit TH — 194 folgt daraus TH (0) =0 für alle i,j,k. 


(b) Setzen wir in eine Parametrisierung ® durch Normalkoordinaten um a 
Polarkoordinaten u! = r cos, u? = r sin® ein, so erhalten wir eine Parame- 
trisierung durch geodätische Polarkoordinaten um a, 


Y(r,0) := ®(rcos@,rsind) für O<r<1, 0<9<2r. 


SATZ (GAuss 1827). Für geodätische Polarkoordinaten gilt 
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ds? = dr” + J? do”, 
bzw. 

gu =1, gi = 0, ga = JS 
mit einer Funktion (r,0) > J(r,0), die für jedes 6 die Lösung des Anfangswert- 
problems 

99,J+KJ =0, lim J(r,0) = 0, lim 9,.J(r,0) = 1 

r—o0 r—0 

ist. 
Für den BEWEIS verweisen wir auf DO CARMO [44] 4.6. 


Die geodätischen Polarkoordinaten liefern eine optimale Beschreibung der durch 
Krümmung erzeugten Abstandsverhältnisse auf der Fläche nahe eines Punkts 
a. Die Abstandskreise {r = const} treffen die radialen Strahlen {9 = const} 
senkrecht wegen gı2 = 0, und die Längenmessung auf diesen Kreisen ist über 
die Funktion J vollständig durch die Gaußsche Krümmung K nahe a bestimmt. 


FOLGERUNG. Bezeichnet L(o) die Länge des Abstandskreises {r = o} um a und 
A(e) den Flächeninhalt der Kreisscheibe {r < oe} (0 <eo<1), so gelten die 
Formeln von BERTRAND, PUISSEUX und DIQUET (um 1850) 


2 3 i 12 2 
K(a) = hun = (?re-L(e)), K(a) = Is ne ("0° - A(o)): 
Mit Hilfe dieser Formeln ist es Flächenbewohnern möglich, allein durch Längen- 
bzw. Flächenmessung auf die Krümmung ihrer Welt zu schließen. Eine weitere 
Methode zur Messung der Krümmung geben wir in 6.3 (c) an. 


BEWEISSKIZZE. 

Wegen lim J(r,6) =0 = lim 0r0-J(r,0) lässt sich J(r,0) für jedes 6 zu ei- 
ra ro 

ner ungeraden C°-Funktion auf ein 0 enthaltendes offenes Intervall fortsetzen, 

die wir wieder mit J(r,6) bezeichnen [EA]. Für diese gilt dann J(0,60) = 0, 


0rJ(0,0) =1, und aus der DG HIHJ+KJ=0 folgt 9r9rJ (0,0) = 0 sowie 
IrOrOrJ(0,0) = -Kl(a) wegen KIHIJ=—-JIHK—- KT. 


Taylorentwicklung an der Stelle r = 0 liefert 


3 
J(r,0) = r- -.K(a) + R(r,0) mit a] 


3! r20 Tr = 


gleichmäßig in 0. Für die Länge des Abstandskreises {r = o} auf M ergibt sich 
hieraus 
Rı(e) 


3 
n ® 
Lo) = 2ro-"-Kla)+Rılo), im =0. 





Für den Flächeninhalt von {r < o} folgt wegen g = gııg22 — gıagaı = J 
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a0 = | [vaarao = || rarao = (5 -& Ka) + Re) 
00 00 














mit lim Ra(o)/o* = 0. 


e>0 


Im Fall konstanter Gaußscher Krümmung K hat das im Satz angegebene An- 
fangswertproblem für J die Lösungen 


sin(VKr)/VK für K>0, 
J(r,0) = r für K=0, 
sinh(Y-Kr)/v-K für K<0. 

5.4 Geodätische auf Rotationsflächen 


(a) Bei konkret gegebener Parametrisierung lassen sich die Differentialgleichun- 
gen für die Koordinatenkurven t + u(t) = (u!(t),u(t)) von Geodätischen auch 
ohne die Berechnung der Christoffel-Symbole gewinnen. Nach dem Beweisteil 
(i) in 5.2 sind diese äquivalent zu den Euler-Gleichungen 


m Er] = u) (=1,2) 


für die Lagrange-Funktion der Energie 
E(u,ü) = 3 gi (u) ur. 


Die Formulierung als Euler-Gleichungen hat den Vorteil, dass sich bei Vorliegen 
einer zyklischen Variablen ein Erhaltungssatz ergibt: 


öE 
en 


u,ü) = const. 


Wir illustrieren das Verfahren anhand einer Rotationsfläche mit der Parametri- 
sierung 


®(0,z) = (r(2) cos®, r(z) sin , z) 

wobei r > 0 eine ©”-Funktion ist. Es ergibt sich 
gu = ”, ge = 0, 92 = r? +1. 

Die Lagrange-Funktion ist also 


E(6,2,6,2) = (r(2)?6? +(r’(z)’ +1) 2) ; 


Dim 


und es gilt 
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dE dE 


_. = I a2 1 „ 2 
a. DE r(z)r (2)6° +r(z)r (z) 2”, 
öE _ 25 0E _ 2 , 

EB = r(z) 6, Der (r (2) + 1) 2. 


Die Euler-Gleichungen und damit die Gleichungen für Geodätische sind daher 
(r(z2)6)' = 0, ((r’(z) +1)2)" = r(z)r’(z2)6° + r’(z)r”(z) 2? 

bzw. 
r(z)’6 = const., (r’(z) +1)2 = r(z)r'(z)$° - r/(z)r”(z) 2°. 

Wir geben der vorletzten Gleichung eine geometrische Interpretation: 


Es sei t > aft) := ®(O(t),z(t)) eine nichtkonstante Geodätische, und £ := 
||&|| = const nach 5.1 (a). Weiter sei y(t) der Winkel zwischen «(t) und dem 
durch den Punkt «(t) laufenden Breitenkreis s + ß(s) := ®(s, z(t)). Dann ist 
die integrierte Buler-Gleichung r(t)”6(t) = const =: c äquivalent zu 

r(z(t)) cost) = 7 
(CLAIRAUT 1733). 
Denn es gilt 


& = 61®(9,2)0+9®(9,2)2, 800 = 918(9,z), 


woraus gı2 =0 folgt und damit 





r cos RB BR ER 
En 7:7 EU 1: 25177 a 27 


Hieraus ergeben sich die nichtkonstanten Geodätischen von M bis auf affine 
Umparametrisierungen: 


(i) Meridiankurven z > ®(d,z) ent- 
sprechend 9 = 0, 


(ii) Breitenkreise 6 > ®(9, zo) an Stel- 
len zo mit r’(zo) = 0, insbesondere um 
Taillen und Bäuche. 


(iii) Spiralförmige Kurven mit 0 £ 0, 
2 # 0. Diese verlaufen gemäß der 
Clairaut-Gleichung an Bäuchen steiler 
als in Taillen. 

(b) Für einen Zylinder mit der Para- 
metrisierung ®(0,z) = (cos6,sin 6, z) 
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lauten die Euler-Gleichungen (a) 0 = const, & = 0. Somit ergeben sich als Geo- 
dätische Meridianlinien, Breitenkreise und Spiralen £+> (cost,sint,at+h) mit 
a,heR, a#0. 

(c) JACOBI fand 1843 für die Geodätischen auf einem Ellipsoid eine explizi- 
te Darstellung, indem er eine Parametrisierung durch elliptische Koordinaten 
wählte und die zur Lagrange-Funktion E gehörige Hamilton-Jacobi-Gleichung 
integrierte, vgl. 84:4. Näheres hierzu finden Sie in COURANT-HILBERT [4] I, 
Kap.II, 88.5. 


(d) AUFGABE. Bestimmen Sie die Exponentialabbildung 


(i) um den Nordpol a=e3 der Einheitssphäre M = $?, 
(i) um den Punkt a=eı des Einheitszylinders M = {(x,y,z) | +yp=1}. 


6 Parallelverschiebung und Winkelexzess 


Für die Grundlagen der ebenen Geometrie, zurückgehend auf die Elemente des 
EUKLID (Anfang 3. Jhd. v.Chr.), spielt neben den Begriffen Strecke, Länge, 
Winkel, Kreis, Fläche die Parallelität eine zentrale Rolle. EUKLID erkannte, 
dass der Satz über die Winkelsumme im Dreieck nicht ohne das Parallelen- 
postulat zu beweisen ist. Dieses kennzeichnet die Parallelität zweier Geraden 
durch die Gleichheit der Winkel, unter denen schräg zu ihnen laufende Geraden 
geschnitten werden. Demnach kann eine Dreiecksseite längs einer der anderen 
Seiten auf genau eine Weise so in die gegenüberliegende Ecke verschoben wer- 
den, dass die Schnittwinkel mit dieser Seite gleich bleiben. Nach Ausführung 
dieser Verschiebung lässt sich die Summe der Dreieckswinkel an der betreffen- 
den Ecke leicht ablesen. Für die Geometrie auf einer Fläche übernehmen Stücke 
von Geodätischen die Rolle von Strecken. Wir gehen am Ende dieses Abschnitts 
auf die Winkelsumme in einem geodätischen Dreieck ein. Zuvor führen wir die 
Parallelverschiebung längs einer Flächenkurve ein. 


6.1 Parallele Vektorfelder längs einer Flächenkurve 
(a) Sei @:I—M eine Flächenkurve. Unter einem (tangentialen) Vektorfeld 
längs « verstehen wir eine C”°-Abbildung 


X:I4>R? mit X(t) € TayM für tel. 


Ein Beispiel liefert das Tangentialvektorfeld &. Die Gesamtheit aller Vektorfel- 
der längs & bezeichnen wir mit Va. Mit zwei Vektorfeldern X,Y € Va und 
Funktionen f,g € FI enthält Va auch die punktweis definierte Linearkombi- 
nation 


FX+g9Y: tr SO XAE) + IE) YÜE). 


Ist & eine ebene Kurve, so sind parallele Vektorfelder durch Xx=0 gekennzeich- 
net. Für gekrümmte Flächen kann diese Definition nicht übernommen werden; 
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hier zeichnen wir die Vektorfelder X € Va mit minimaler Änderungsrate IX || 
als parallel aus: 


Wir fixieren t € I, setzen a:= a{t), v:=&(t) und wählen ein Einheitsnorma- 
lenfeld N von M nahe a. Dann gilt 


0 = (X,No0)' = (X,Noa)+(X,(Noo)'), 
also 

xX(1)"”" = (Kt), N(a))N(a) = - (X(t),O,N(a)) N(a), 
und damit 


Ix@| = |&o "|? + x" |? = |Xo"| + x, 3. N(a))? 








> (X(t), OvN(a))”. 


Bei gegebenem X(t) € Ty«yM ist also xl minimal, wenn X(t)'* = 0. 


Wir nennen das Vektorfeld längs a 


DX „tan 
—— x 
dt 


die kovariante Ableitung von X längs «a. Ein Vektorfeld X € Va heißt 
parallel oder parallelverschoben längs «, wenn gilt 


=D =-0 für tel 
(LEVI-CIVITA, HESSENBERG 1917, SCHOUTEN 1918). 


Erhaltungssatz für das Skalarprodukt. Für parallele Vektorfelder X,Y 
längs & ist das Skalarprodukt (X,Y') konstant. Insbesondere bleiben die Längen 
paralleler Vektorfelder und der Winkel zwischen solchen konstant. 


Denn aus DX/dt = DY/dt=0 folgt mit der Skalarproduktregel 


(X,Y)' = (X,Y)+(X,Y) = (F,v) + (x, ) 6; 


(b) Sei ® eine Parametrisierung von M, die ein Stück von a(I) überdeckt; 


ferner sei u = ® !o« die Koordinatendarstellung von &. Hat X € Va die 
lokale Basisdarstellung 


x = E9,;®(u) mit Koeffizienten t> E(t) 


(wir verwenden die Summationskonvention), so folgt 
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x = E9;8(u) + E99;8(u)ü = E9,;&(u) + WETF,(u) I.S(u), 
also nach 4.1 (b), (c) 

DX 

dt 


Die Koordinaten €',£? eines längs & parallelen Vektorfeldes genügen also dem 
linearen System von Differentialgleichungen 


*) EF+Ttza)Wed =0 (k=12). 


Umgekehrt liefert jede Lösung (£',€?) von (x) ein Vektorfeld X = E’X,; längs 
a mit DX/dt =0. 


Parallelität von Vektorfeldern ist somit ein Begriff der inneren Geometrie. 


= (E +T;, (u) u‘) Blu). 


(cl) Existenz- und Eindeutigkeitssatz für parallele Vektorfelder. Ge- 
geben seien eine Kurve @ : I — M, ein Kurvenpunkt ao = alto) und ein 
Vektor vo € Tau,M. Dann gibt es genau ein paralleles Vektorfeld X längs «& 
mit X(to) =vo. 


BEWEIS. 


Es genügt, die Existenz und Eindeutigkeit für ein beliebiges kompaktes Teil- 


o° 


intervall J = [a,b] C I mit to € J nachzuweisen. Die kompakte Menge 
«([to,b]) wird durch endlich viele Koordinatenumgebungen überdeckt: Es gibt 
Parametrisierungen & :, > MnU. (£ =|1,...,m) und eine Zerlegung 
to <tı<...<tm =b von [to,b], so dass «([tv-ı,te]) in der Koordinatenum- 
gebung MND:; liegt (£=1,...,m). 

Auf einem Intervall I. = ]to -&,tı +e| mit a(l.) C MNUı betrachten wir 
u(t) := ©, '(a(t)). Seien uo := u(to) = 8} '(a) und vo := &0;®,(uo). Nach 
dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz für lineare Differentialgleichungen Bd. 2, 
82:6.7 hat das System (*) eine eindeutig bestimmte Lösung (E',€?):I- > R? 
mit E’(to) = &d (j = 1,2). Daher existiert ein eindeutig bestimmtes, längs 
a&:1I.— M paralleles Vektorfeld X mit X(to) = vo, gegeben durch X(t) = 
EM); (ul). 

Seien J = ]tı -5,t2+e| mit a(J.) C MNU>, w(t) := ®5'(a(t)), u := 
w(tı), vı := X(tı) = mM 9;®2(u). Mit den zu ®, gehörigen Christoffel- 
Symbolen in betrachten wir die eindeutig bestimmte Lösung (n',n?) : J- — 
R? des AWP 


+ DW =0, nt) (k=12). 


Dann ist durch Y(t) = n’(t)d;®2(w(t)) ein eindeutig bestimmtes, längs «a: 
Je > M paralleles Vektorfeld gegeben mit Y(tı) = vı = X(tı). Somit stimmen 
X(t) und Y(t) auf ]tı -&,tı +e| überein. Durch Fortführung dieses Verfah- 
rens und entsprechendes Vorgehen für [a,to] ergibt sich die Behauptung. 
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6.2 Das Foucault—-Pendel 


Ein physikalisches Beispiel für Parallelverschiebung liefert das Foucault-Pendel. 
Wir betrachten ein Pendel der Länge £, das in einem Turm mit der geographi- 
schen Breite © aufgehängt ist. Als Bezugssystem verwenden wir ein nichtrotie- 
rendes Koordinatensystem mit Ursprung im Erdmittelpunkt und dem Nordpol 
auf der positiven z-Achse. Die Bahn der nicht ausgelenkten Pendelkugel ist 
dann ein Breitenkreis auf der R-Sphäre SR CR’, 


t > alt) = (Rcos® cos(Not), Rcos 8 sin(Not), Rsin ©), 


hierbei ist R der Erdradius und %o = 2r/24h”! die Kreisfrequenz der Erd- 
drehung. Kleine Pendelausschläge vorausgesetzt, dürfen wir die Position der 
Pendelkugel zur Zeit t durch einen Vektor Y(t) in der Tangentialebene T,(1, M 
darstellen. 

Die Bewegungsgleichung der Pendelkugel lautet 


D’Y 
(*) Ber 


wobei w := Yw? + N3sin?®, wo := ı/9/l und g die Erdbeschleunigung ist. 
Diese ergibt sich nach SOMMERFELD [127] Bd. 1,831 mit der nachfolgenden Auf- 
gabe (i). 


Zur Gewinnung einer approximativen Lösung machen wir den Ansatz einer 
Schwingung in Richtung eines Vektorfeldes X längs &, 


()+w?Y(t) = 0, 


Y(t) = acos(wt)X(t) (a>0 eine Konstante). 


Für diese ergibt sich unter der Annahme Il <w|l | 


_ D’y 


DX 
0 = 
dt? 


t)+w”Y(t) = - 2awsin(wt) © ß 





Hieraus folgt Dx = 0, das Richtungs- 
vektorfeld X der Pendelschwingung 
wird längs des Breitenkreises & paral- 
lel verschoben. Daher ist ||X(t)|| kon- 
stant nach dem Erhaltungssatz 6.1 (a) 


und wir dürfen ||X(t)|| = 1 setzen. 


Zur Bestimmung der Winkelände- 
rung von X nach einer Erdumdre- 
hung führen wir ein Orthonormalsys- 
tem eı,e2 € Va ein durch 
eı(t) = (sin® cos(Not), sin 8 sin(Not),— cos©), 


e(t) = (-sin(Not), cos(Not), 0). 
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Für dieses gilt 
Dei Dea 


7 = De, IE = - Deı mit 2:=Msin®. 


Stellen wir X mit Hilfe einer C°-Winkelfunktion t > p(t) dar, d.h. schreiben 
wir X = cospeı +singpea, so ergibt sich 
DX 


0 = era —-ösinpyeı +p cospe2a +Ncospea — Nsinpei 





= (# +9) (-singpei + cospea), 


also +0 =0. Die Winkeländerung von X nach einer Erdumdrehung 7 = 24h 
ist daher 


y(T) - y(0) = [ölt)dt = -TN = -2nsin®. 
0 


Eine genauere Darstellung der Pendelbewegung wird durch die Rosettenbahn 
Y(t) = acos(wt)Xı(t) + aNw 'sin(wt)Xa(t), 
geliefert, wobei 
Xı(t) = cos(Nt)eı(t)-sin(Nt)ea(t), Xa(t) = sin(Nt)eı(t)+cos(Nt)ea(t) 
ein Orthonormalsystem von parallelen Vektorfeldern längs « ist. 


AUFGABE. (i) Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung (x) für Y = meıtmea 
äquivalent ist mit dem DG-System 








hh-202re twm =0, m+20m+wm = 0, 


welches das Foucault-Pendel nach SOMMERFELD [127] Bd. 1,8 31 beschreibt. 
(ii) Bestimmen Sie für dieses DG-System ein Fundamentalsystem durch kom- 
plexen Exponentialansatz für nı + in. Die Lösung mit den Anfangswerten 
m(0) = a, n2(0) = (0) = r72(0) = 0 liefert die angegebene Rosettenbahn. 


Versuche am Foucault-Pendel wurden von VIVIANI 1661, FOUCAULT 1850/51 
und anderen durchgeführt. Die theoretische Behandlung leistete KAMERLINGH 
Onnes 1879. 


6.3 Paralleltransport und Theorema elegantissimum 


(a) Gegeben seien zwei Punkte a,b auf einer zusammenhängenden Fläche M 
und ein Kurvenstück &: [a,b] > M mit a{a)=a, a(b)=b. 

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz 6.1(c) für parallele Vektorfelder 
gibt es zu jedem Vektor u € TaM genau ein paralleles Vektorfeld X längs «& 
mit X(a) = u. Die Abbildung 


Ps: TM-TM, u=X(a) > X(b) 


wird Paralleltransport oder Parallelverschiebung längs & genannt. 
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SATZ. Der Paralleltransport Pa : TaM — TyM ist linear und isometrisch, 
(Pau, Pav), = (u,V), 
für alle u,ve TaM. 


Die Isometrieeigenschaft von Pa 
folgt aus 6.1(a); die Linearität er- 
gibt sich mit dem Eindeutigkeitssatz 


6.1(c) Al. 


Der Paralleltransport lässt sich un- 
mittelbar auf stückweis glatte Kurven 
@ = aı+... +0 ausdehnen, indem 
wir Pa := Pan 0:0 Pa, Setzen. 


(b) Wir untersuchen, ob und inwie- 
weit für gegebene Endpunkte der Par- 
alleltransport vom verbindenden Kur- 
venstück abhängt. Übersichtlicher zu 
beschreiben ist das äquivalente Problem für den Paralleltransport längs ge- 
schlossener Kurven & mit einem gegebenen Anfangs- und Endpunkt a. Da 
P« eine Isometrie ist, kommt es nur auf den Winkel zwischen den Vektoren 
ueTaM und Pue TaM an. Durch den nachfolgenden Satz wird eine fun- 
damentale Verbindung zwischen Paralleltransport und der Flächenkrümmung 
hergestellt. Zu dessen Formulierung benötigen wir einige Definitionen: 

Die Fläche M sei durch ein Normalenfeld N orientiert. Wir nennen I CM 
ein einfaches Flächenstück, wenn es eine positive Parametrisierung ® : Un — 
MNU und ein sternförmiges Gebiet No gibt mit Do C Un und 2 = ®(No). Das 
Flächenstück 2 = ®(No) heißt von einer geschlossenen, stückweis glatten Kurve 
@:[0,L2]— M mit a= «a(0) einfach positiv unlaufen, wenn das Gebiet u CR? 
von der stückweis glatten Kurve ®°!o umlaufen wird, vgl. Bd.1, 826:3.6. 
Da ® eine Parametrisierung ist, zeigt der Normalenvektor v= (Noa)x«& ins 
Innere von Q. 





Wir wählen ein positiv orientiertes Orthonormalsystem Eı, Ea von tangentialen 
Vektorfeldern auf der Koordinatenumgebung MNU und setzen & :=E;0o«& 
(i = 1,2). Zu gegebenem Vektor v € TaM der Länge 1 sei X das parallele 
Vektorfeld längs & mit X(0) = v, und p : [0,L] > R eine stetige, bis auf 
endlich viele Stellen C!-diffenzierbare Funktion mit 


X = cospeı + sinp @; 


diese ist bis auf eine additiven Konstante 2rk (k € Z) eindeutig durch v be- 
stimmt. Den orientierten Drehwinkel von v beim Paralleltransport längs der 
geschlossenen Kurve «& legen wir fest durch 


Z(Pav,v) = Z(X(L),%(0)) := p(L) = (0). 
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SATZ (SCHOUTEN 1918). Seien M eine orientierte Fläche und d CM ein 
einfaches Flächenstück, das von einer geschlossenen, stückweis glatten Kurve 
a@:[0,L1) > M mit «(0) = «a(L)=a einfach positiv umlaufen wird. Dann gilt 
für jeden Vektor ve TaM mit |v|| =1 


Z(Pav,v) = [Kao. 
9 


Hierbei ist (vgl. Bd.1, 825:3.1) 


[Kdo := [ Kygdu'du?” mit g= det(g5), gi = (I®,9;®). 
Q Ro 


BEWEISSKIZZE. 
(i) Für die oben definierten Größen eı,e2,X,yp gilt 
p = - (E1,e). 
Denn mit n:=No« ergibt sich 
nxe=&,nx&=-eı, 
nxX = cospnxeı +sinpynxe = cospe — Sinpei, 
X = — ösinpeiı +cosp&ı + BP cospea + sinp&a, 
und aus 
0 = (e1,e)' = (&i,e2) + (e1,&), 0= (ei,e&;)' = 2le;,6;) 
folgt 
ZnxX) — (X,nxX) 
= (X, cosyp ea — sinp eı) 
= Bsin?p + cos’p (&ı,e2) + Pcos’p — sin?p (&2, eı) 
=p+(&,e). 


Damit erhalten wir 


L 


Z(Pav,v) = p(L) - (0) = [pdt = - [ (e1,en) dt. 
0 f) 





(ii) Zur Vereinfachung des Beweises nehmen wir an, dass ® eine isotherme Pa- 
rametrisierung ist, d.h. gi5 = e?" ö,; mit einer Funktion ı € C”(Uv) gilt. Nach 
4.2 (c) hat dann die Gaußsche Krümmung die einfache Gestalt K = —e "Ay. 
(Siehe die Bemerkung am Beweisende.) 
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Nach Voraussetzung umläuft die Kurve t > (u!(t),u?(t)) = u(t) = ®!oaft), 
das Gebiet No im positiven Sinn. Daher folgt nach dem Stokesschen Satz in der 
Ebene (Bd.1, $26:3.3, 3.6) 


[K do — [ Kvg du! du? — [ Ke’* du! du? — — [ Au du' du? 
9 9 9 %o 


f (dpy du! - dıy du?) 
Io 
L 


[ (Pentad)) a") - Aula) a”) at. 


0 


(ii) Wegen (9;®,9;®) = gi; = e”" ö;; bilden die Vektoren 


= HB 
Lord — > _ 
E;,:=e "9® = De] (=1,2) 


ein Orthonormalsystem. Für dieses gilt 

Er = I (et 1®) = er (-Indr® + 9018), 

(&E1,E2) = e * (ID, B), 

gu = KB, 9»), = 28, IB). 
Weiter erhalten wir unter Beachtung von gı2a = 0 

(91 ®,2d) = (HP, B) = 39192 = en, 

(IP, B) = 99 P,B) - (I1B,9P) = — 3 dogıı = —eH don. 
Mit 

&ı = Ei (u) u‘ 
ergibt sich 

(&1,e2) = (dEı1(u),E>(u)) ü 

= er ((HIıSlu),nBlu))ü! + (991 Blu), d2$(u)) u?) 

-dzulu)ü' + Alu) ir, 


somit die Behauptung 
L 


[K do = (Arno) u — ulu) ü') d= - 
9 0 





(&1,e2) dt = /(Pav,v). 











—H 


BEMERKUNG. Die Existenz isothermer Parametrisierungen wurde von KORN 
1914 und LICHTENSTEIN 1916 gezeigt (siehe COURANT [30] 1.7, NITSCHE [33] 6). 
Der obige Satz kann jedoch auch ohne dieses nichttriviale Hilfsmittel bewiesen 
werden, siehe LAUGwITz [47] 17.3, KÜHneEL [46] 4F. 
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(c) Theorema elegantissimum (Gauss 1827). Ist ein einfaches Flächenstück 
NCM einer orientierten Fläche M durch drei Geodätenstücke berandet, so gilt 
für die Innenwinkel 61, 62,63 des Dreiecks 


do t+ba + T = [K«o. 
9 
Die Zahl e(9) = di ++ ö3 —_ a 
heißt der Winkelexzess des geodäti- 
schen Dreiecks . 


Für jede sich auf einen Punkt ae M 

zusammenziehende Folge von geodäti- 

schen Dreiecken 2, mit Flächeninhalt JoS 
A(9r) folgt somit 





2.30, El (3 
eye N 

Flächenbewohner haben hiernach die 

weitere Möglichkeit zur Bestimmung 

der Krümmung ihrer Welt durch Win- 

kelmessung. 

Es sei angemerkt, dass ein wichtiger Teil des Satzes von Schouten schon von 

GAUSS bewiesen und 1848 von BONNET verallgemeinert wurde. GAUSS hat das 

Konzept des Paralleltransports implizit verwendet, wenn auch nicht themati- 

siert. 

Für geschlossene Flächen M liefert das Integral = T m X do eine topologische 


Flächeninvariante, die Eulersche Charakteristik, siehe DO CARMO [44] 4.5. 


BEWEIS. 
Wir wählen eine Bogenlängen-Parametrisierung für die drei geodätischen Rand- 
stücke 

a! [&;-1,6;) > M mt O=bo<ti<t<t3=L 
so, dass die Randkurve «= aı +@a2+ a3 mit Länge L das Flächenstück 2 in 
positivem Sinn umläuft. 


Wie in (b) seien Eı, Ez tangentiale Vektorfelder derart, dass Eı (a), E>(a) an 
jeder Stelle ae M eine positiv orientierte Orthonormalbasis für TaM ist; 
ferner setzen wir & := E;o«& (i = 1,2). Dann gibt es Winkelfunktionen 
db; : [t;-1,t;] — [0,2r| mit 


&; = cosyy,eı +sindy;e (j=1,2,3). 


Wir wählen ein längs der stückweis glatten Kurve «& paralleles Vektorfeld X mit 
X(0) = &ı(0), vgl. (a). Für dieses gibt es eine Winkelfunktion % mit 
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X = cospeı + sinpea. 


Nach Voraussetzung ist &; eine Geodätische, d.h. &; ist ein längs a; paralleles 
Vektorfeld (5 = 1,2,3). Daher bleiben nach (a) die Winkel /(X,&;) längs a; 
konstant. Wegen des positiven Umlaufs folgt 

dıltı) = pltı) = Yılto) = Plto) = 0, 

d2(t2) — plt2) = Yaltı) = pltı) > 0, 

daltz) — pls) = Walt) — plte) > Walt) — plte) > 0. 


Nach (b) ist 


3 3 
=),(p plti-ı) =Y,(b %b(ti-ı)) 


i=1 i=1 


[Kdo = p(L) - 

9 

3 
me 
j-1 


Die letzte Gleichheit ergibt sich nach dem sogenannten Umlaufsatz, siehe KLIN- 
GENBERG [45] 8 6.3. 


Machen Sie sich den Umlaufsatz anhand einer Skizze plausibel: Ist 

rt) - yl)ta=r, 

%ba(t2) — alte) + d3 
so gilt 

daltz) — Yılto) = dı tm, 
woraus die Behauptung folgt. 


T, 
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88 Mannigfaltigkeiten, Tensoren, Differentialformen 


Mannigfaltigkeiten und Tensoren bilden das Rüstzeug für die Differentialgeo- 
metrie gekrümmter Räume, die dem mathematischen Modell der allgemeinen 
Relativitätstheorie zugrunde liegt, insbesondere für Riemann- und Lorentz- 
Mannigfaltigkeiten. Der für die Bereitstellung dieser Konzepte benötigte mathe- 
matische Apparat ist recht umfangreich; geht es doch darum, mehrdimensionale 
Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten neu zu etablieren und darüberhin- 
aus einen Differentialkalkül für Tensorfelder auf diesen zu schaffen. Die Über- 
tragung der Begriffe der mehrdimensionalen Differentialrechnung vom R” auf 
Mannigfaltigkeiten geschieht mit Hilfe von Koordinatensystemen, wobei sich als 
neuer Gesichtspunkt die Frage nach der Invarianz der neugeschaffenen Objekte 
stellt. 


Wir empfehlen unseren Leserinnen und Lesern, sich bei der Verarbeitung der 
Vielzahl von neuen Begriffen klarzumachen, dass sich die meisten auf natürliche 
Weise ergeben. Auch ist es hilfreich, sich den Sinn der neuen Konzepte anhand 
geometrischer Vorstellungen plausibel zu machen, z.B. durch Vergleich mit den 
entsprechenden Konzepten für Flächen im R°?. Der Kalkül der Differentialfor- 
men wird in der Differentialgeometrie nicht benötigt, in der Relativitätstheorie 
lediglich in 810:2.4,810:3.2; wir empfehlen, diesen Abschnitt erst bei Bedarf 
zu lesen. 


1 Mannigfaltigkeiten und differenzierbare Funktionen 


1.1 Der Begriff der Mannigfaltigkeit 


Unter n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten verstehen wir Gebilde, die sich durch 
Koordinatensysteme überdecken lassen, oder anders ausgedrückt, die im Kleinen 
(d.h. lokal) wie offene Mengen des R” aussehen. Ihre Gestalt im Großen kann 
jedoch komplizierter als die des R.” sein. Klassische Modelle von zweidimensio- 
nalen Mannigfaltigkeiten sind Flächen im R°, z.B. Sphäre, Torus, Brezelfläche 
und Katenoid. 
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Die Raumzeit-Modelle der allgemeinen Relativitätstheorie sind vierdimensio- 
nale Mannigfaltigkeiten, die a priori nicht in einen R’" eingebettet sind, wir 
sprechen deshalb auch von abstrakten Mannigfaltigkeiten. 


(a) Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit (n = 1,2,...) besteht aus ei- 
ner Menge M und einer Familie A = {(Ux,zı) |A € A}, (AP) mit folgen- 
den Eigenschaften: 
1) M= U Un. 
rc 
(2) Für jedes A€e Aist ax: UL > R” 
eine bijektive Abbildung auf eine offene 
Menge des R". 


(3) Im Fall UL NU,. # ® vermittelt 
20x," eine C°-Abbildung zwischen 


den offenen Mengen zı(Uı NU,) und Er Fri 
zu(Uı NU,). LZuox, 

(4) Zu je zwei verschiedenen Punkten en 
p,geM gibt es (Uy,aı), (Un,x,) in A zıoa;! 


mit pe Uy,geU, und UNU,= 


(5) Die natürliche Topologie von M besitzt eine abzählbare Basis; Erläuterun- 
gen hierzu in 1.3. 


Jedes U C M heißt eine Koordinatenumgebung, jedes Paar (Uy,xı) und 
auch xzı selbst eine Karte oder ein Koordinatensystem, die Kollektion A 
aller Karten ein Atlas, und jede Abbildung x, o £ mit ULNU, #9 eine 
Koordinatentransformation von M. Da x, 02," die C°-Umkehrabbildung 
yo 18a besitzt, ist jede Koordinatentransformation ein C”-Diffeomorphismus 
zwischen offenen Mengen des R”. 


Die Indizierung der xı und U, hat den alleinigen Zweck, diese beiden Objekte 
aufeinander zu beziehen; wir schreiben im Folgenden immer (U, x), (V, y) für Ko- 
ordinatensysteme. Liegt ein Punkt p in einer Koordinatenumgebung U, so spre- 
chen wir von einer Karte um p; hierbei lässt sich bei Bedarf nach Ausführung 
einer Translation des R” noch xz(p) = 0 erreichen. Für die n Koordinaten einer 
Karte x schreiben wir im Hinblick auf die Indexkonvention der Tensoranalysis 
x!,...,x”; entsprechend notieren wir Vektoren des R” mit u = (u!,...,u”) 
und Abbildungen mit Werten in R” mit h = (h!,...,h”), wobei wir h jetzt 
nicht mehr fett drucken (handschriftlich also ohne Pfeil schreiben). Eine Ver- 
wechslung von Indizes mit Potenzen ist nicht zu befürchten. 


Die Hausdorffsche Trennungseigenschaft (4) wird zur Sicherung der Ein- 
deutigkeit von Flüssen auf Mannigfaltigkeiten benötigt, vgl. 3.2 (b). Die Abzähl- 
barkeitsbedingung (5) brauchen wir bei der Definition von Integralen, siehe 5.5. 
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(b) Bei der Festlegung einer Mannigfaltigkeitsstruktur für eine gegebene Menge 
M werden wir aus Ökonomiegründen bestrebt sein, mit möglichst wenigen Ko- 
ordinatensystemen auszukommen; das machen auch die Beispiele in 1.2 deutlich. 
Dagegen ist es von der Geometrie her wünschenswert, möglichst viele Karten 
zur Verfügung zu haben, z.B. um für gegebene Figuren einfache Koordinaten- 
darstellungen herstellen zu können. 

Ein gegebener Atlas A wird wie folgt durch weitere Koordinatensysteme ergänzt: 
Ein Paar (V,y) bestehend aus einer bijektiven Abbildungy:M DV— R” auf 
eine offene Menge des R” heißt C°°-verträglich mit A, wenn auch AU {(V, y)} 
ein CX-Atlas ist, d.h. wenn für jede Karte (U,x) € A mit UNV £G sowohl 
xoy ' alsauch yox”! C*-differenzierbare Abbildungen zwischen offenen Men- 
gen des R” sind. Durch Auffüllen von A mit diesen weiteren Karten kommen 
wir zu einem maximalen C*-Atlas A’ für M, die von A erzeugte C*- 
Struktur für M. Diese enthält mit einer Karte x auch jede Einschränkung y, 
deren Bildmenge offen und nichtleer ist [öA]. Wenn wir von einer Mannigfaltig- 
keit M sprechen, so denken wir uns diese immer in Verbindung mit einer festen 
C”°-Struktur A’; unter Karten bzw. Koordinatensystemen sind stets solche aus 
dem maximalen Atlas A’ zu verstehen. 


(c) Eine Mannigfaltigkeit M heißt orientierbar, wenn es einen Atlas O für 
M gibt mit der Eigenschaft, dass für jedes Paar x,y € © überlappender Karten 
die zugehörige Koordinatentransformation orientierungserhaltend ist, d.h. dass 
die Jacobische Determinante der Koordinatentransformation positiv ist, 


(x) det (d(y o ="')) >0. 


Es ist leicht zu zeigen, dass jeder maximale Atlas einer orientierbaren Mannigfal- 
tigkeit M in zwei disjunkte Atlanten O1, 0a mit der Eigenschaft (x), den Ori- 
entierungsatlanten zerfällt. Eine orientierbare Mannigfaltigkeit wird durch 
Auszeichnung eines der beiden Orientierungsatlanten orientiert; die Karten 
dieses Atlasses legen dann einen positiv genannten Drehsinn auf der Mannig- 
faltigkeit fest. 

Ein Beispiel einer 2-dimensionalen nicht orientierbaren Mannigfaltigkeit ist das 
Möbiusband, siehe DO CARMO [44] 2.6. 

(d) AUFGABEN. (i) Versehen Sie für gegebene Mannigfaltigkeiten M,N mit 
den Dimensionen m,n das Produkt Mx N ={(p,g)|pe M,qgeN} mit 
einem Atlas, durch welchen dieses zu einer (m + n)-dimensionalen Mannigfal- 
tigkeit wird. 

Wie lässt sich die Produktmannigfaltigkeit S' x R (S' = Einheitskreislinie) als 
Fläche im R? darstellen? 

(ii) Zeigen Sie, dass die Abbildungen ©,y:R-R mit x(t)=t, y(t) =? 
nicht verträglich sind. Die von diesen erzeugten maximalen Atlanten für M=R 
sind also disjunkt. 


Weiteres Material zum Mannigfaltigkeitsbegriff finden Sie in BooTHBY [53] I. 
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1.2 Beispiele von Mannigfaltigkeiten 


(a) Jede offene Teilmenge U des R” (insbesondere U = R”) ist eine n-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit. Einen Atlas erhalten wir durch (U,1v). Ein weiterer 
Atlas besteht aus allen (V,x), wo VCU offenist und 2:V > x(V) ein Diffeo- 
morphismus zwischen offenen Mengen des R”. Dieser liefert eine C°-Struktur 
auf U [öA], auf die wir uns im Folgenden beziehen. 


(b) Jeder n-dimensionale Vektorraum V über R ist eine n-dimensionale Man- 
nigfaltigkeit. Nach Wahl einer Basis (vı,...,Un) liefert die Koordinatenabbil- 
dung 


VAR”, vier (d,...,) mtv= Veu 
i=1 


eine ganz V überdeckende Karte. Die C”-Koordinatentransformation zwischen 
zwei solchen Koordinatensystemen wird durch eine Transformationsmatrix $ 
dargestellt (Bd.1, 815:7.2). 


(c) Jede Fläche M C R? ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, vgl. 87:1. 
(d) Die Einheitssphäre S? = {x € R? | ||x||” = 1} kann wie folgt mit jeweils 
zwei Koordinatensystemen (U, x), (V,y) überdeckt werden: 

(i) Verwendung der stereographischen Projektion (Bd.1, 825:1.5): (U,x) sei 
die Karte, bestehend aus der Inversen x : U — R? der stereographischen Pro- 
jektion vom Nordpol n = ez aus mit U = S? \ {es}, und (V,y) entsprechend 
für den Südpol s = -—e3a. 


Für die Koordinatentransformation u = (u!,u?) > v = (v!,v?) zwischen 


den beiden Karten ergibt sich die Spiegelung am Einheitskres u > v = 
u/|ul?” (u #0), also eine C*-Abbildung ([ÜA], betrachten Sie einen geeigne- 
ten Thales-Kreis). 


(i) Verwendung von Kugelkoordinaten (Bd.1, $25:1.1): Hierbei müssen die 
Rotationsachsen der beiden Koordinatensysteme so gelegt werden, dass die je- 
weils nicht überdeckten Halbkreisschlitze auf der Sphäre disjunkt sind. Machen 
Sie sich das an Hand einer Skizze klar. Die Koordinatentransformation yo x”! 
ist C%°-differenzierbar, weil diese aus trigonometrischen Funktionen und deren 
Umkehrfunktionen aufgebaut ist. 


(e) Unter einem n-dimensionalen affinen Raum verstehen wir eine Menge A 
zusammen mit einem n-dimensionalen Vektorraum V und einer Familie von 
bijektiven Abbildungen rn, : A— A für v € V, wobei folgende Rechenregeln 
gelten: 


G) ro = 1a, 
(Üi) TuoTy = Tutv für uvveV, 


(ii) für jedes Punktepaar p,q € A gibt es genau ein ve V mit n(p) =q. 
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V heißt der Richtungsvektorraum, die Abbildungen r, heißen Translatio- 
nen des affinen Raumes A; für q = 7,(p) schreiben wir auch g=p+v und 
v=q-Pp. 

Mit dem Konzept des affinen Raumes wird deutlich zwischen Punkten p € A 
und Vektoren v € V unterschieden. Nach Fixierung eines Punktes pe A können 
wir jedoch den Vektorraum V mittels der Abbildung v> n,(p) =p+v mit 
dem afiinen Raum A identifizieren. 


Jeder Vektorraum ist mit den Translationen u > n,(u) = u+v ein affiner 
Raum. 


Ein n-dimensionaler affiner Raum wird zur n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, 
indem wir jedem Punkt p € A und jeder Basis vı,...,%n von V das Koordina- 
tensystem 


A>R”, Es für a=sp+YEew 
1 


i= 


zuordnen. Jede Koordinatentransformation zwischen diesen Koordinatensyste- 
men besteht in leichter Verallgemeinerung des Beispiels (b) aus einer linea- 
ren Transformation zuzüglich einer Translation, liefert also eine C°-Abbildung 


RR” [üR]. 
Weitere Beispiele von Mannigfaltigkeiten sind in BooTHBY [53] IIL.1, IIL.2, III.6 
und in FRANKEL [83] 1.1d, 1.2b zu finden. 


1.3 Die natürliche Topologie einer Mannigfaltigkeit 


(a) Eine Teilmenge V einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M heißt offen, 
falls @(VNU) für jede Karte (U, x) eine offene Menge im R” ist. Aufgrund der 
Eigenschaft 1.1 (3) ist jede Koordinatenumgebung offen. 


Die mengentheoretischen Eigenschaften der Kollektion aller offenen Mengen von 
M (genannt die natürliche Topologie von M) ergeben sich aus den Eigen- 
schaften offener Mengen des R” (Bd.1, 821:3.2): 


(i) ® und M sind offene Mengen, 

(ii) die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen, 

(ii) der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen. 

BEwEIS als [A]. (Verwenden und beweisen Sie dabei die Mengengleichheiten 
z<UA)=Ux(A), z({f) A) =) 2(A:); Letztere beruht auf der Injektivität 
von x.) 

Wir formulieren nun die in 1.1 geforderte Abzählbarkeitsbedingung (5): 


(5) Die Topologie besitzt eine abzählbare Basis Vı,V2,... aus offenen Men- 
gen, d.h. jede offene Teilmenge von M ist die Vereinigung geeigneter Vx. 
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Jede offene Menge VC M mit pe V heißt (offene) Umgebung von p. Aus 
1.1 (4) folgt: 

Zu je zwei verschiedenen Punkten p,q € M gibt es Umgebungen U von p, V von 
q mit UNV =® (Hausdorffsche Trennungseigenschaft). 


(b) Eine Teilmenge A CM heißt abgeschlossen, wenn M \ A offen ist. Auf- 
grund der de Morganschen Regeln sind neben ®, M beliebige Durchschnitte 
und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Ein Punkt 
p heißt Randpunkt einer Menge AC M (pe 8A), wenn jede Umgebung von 
p sowohl A als auch M \ A trifft. Die Menge A := AU OA heißt der Abschluss 
von A.Esgit ACB—=> AcB und 


A ist abgeschlossen — dACA — A=A. 


(c) Eine Folge (pr) in M heißt konvergent gegenpe M (pr > p für k > oo), 
wenn es zu jeder Umgebung V C M von pein ko € N gibt mit pr € V für 
k>ko. Aus pr > P, pr > q für k > oo folgt p = q wegen der Hausdorffschen 
Trennungseigenschaft. Daher ist die Schreibweise p = ‚im pr gerechtfertigt. 


Ist x eine Karte um pe M, so gilt für Folgen (pr) in M 
lim pr =p > lim ı({pı) = x(p). 
ko ko 


(d) Eine Abbildung & : M — N zwischen Mannigfaltigkeiten M,N heißt 
stetig, wenn das Urbild &"!(V) jeder offenen Menge V C N offen in M ist. 
Demnach sind alle Karten x : U — x(U) sowie deren Umkehrabbildungen 
stetig; hierbei ist x(U) gemäß 1.2 (a) als Mannigfaltigkeit aufzufassen. 

(e) Eine Menge K C M heißt kompakt, wenn für jede Überdeckung von K 
durch offene Mengen V; bereits endlich viele der V; zur Überdeckung von K 
genügen. 

Wegen des Trennungsaxioms (4) ist jede kompakte Menge abgeschlossen [öA]. 


(f) Aus den Bedingungen 1.1 (4), (5) ergeben sich folgende Eigenschaften der 
natürlichen Topologie (BOOTHBY [53] I, 3.6): 


peA <> lim pr =p für eine Folge (px) in A. 


k>o0 
A ist abgeschlossen > A enthält mit jeder konvergenten Folge auch deren 
Limes. 

K ist kompakt => jede Folge in K enthält eine in K konvergente Teilfolge. 
6:M N ist stetig > ausp = „im pr in M folgt d(p) = „im (pr) in 
N. 

Es existiert ein abzählbarer Atlas {(U;,x;)|i € N} für M mit kompakten Ab- 


schlüssen U;. 
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1.4 Untermannigfaltigkeiten 


(a) Wir nennen eine Teilmenge M ei- 
ner n-dimensionalen Mannigfaltigkeit 
N eine m-dimensionale Unterman- 
nigfaltigkeit von N (m < n), wenn es 
für jeden Punkt p € N ein angepas- 
stes Koordinatensystem gibt, d.h. RN 

eine Karte (U,x) von N um p mit U ME» 


ı(MNU) =R”Nx(Ü). 





Dabei identifizieren wir den R” mit 12 
der m-dimensionalen Koordinatenebe- 
ne im R” 


Rx or = 
{ueR* |u”t!=...=u”=0}. 

















BEISPIEL. Der Äquator 


= {&nVer| +7 =1} 
als Teilmenge der Einheitssphäre 
5” = {xeR?| |x]|= 1} 


ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von S?. Nachweis als (ver- 
wenden Sie Kugelkoordinaten für die S?). 


SATZ. Jede m-dimensionale Untermannigfaltigkeit M von N ist eine m-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit: Jeder Atlas von N erzeugt mit 


{ (MNU,x ) | (U,x) € A ist ein angepasstes Koordinatensystem } 
einen Atlas für M. 
BEWEIS: BERGER-GOSTIAUX [52] 2.6.2 Thm., O’NEILL [64] 1.3.1. 


(c) SATZ. Jede nichtleere offene Teilmenge M einer n-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit N mit Atlas A ist mit dem Atlas 


{(Mnv,;z| U,x) € A} 


ur | ( 


eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. 


BEWEIS BERGER-GOSTIAUX [52] 2.2.10.2 Prop. 
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1.5 Differenzierbare Abbildungen, Funktionen und Kurven 


(a) Eine Abbildung 
6:M>N 





zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M M 
und N heißt differenzierbar (ge- 
nauer: C°-Abbildung bzw. d € x Yy 
C”°(M,N)), wenn für jedes Paar von 
Karten x von M, y von N die Koor- 
dinatendarstellung von & R” 





R* 
N yodoz-! 
yodozxz. 


C”°-differenzierbar im gewöhnlichen 
Sinn ist. 


Differenzierbare Abbildungen sind stetig (|[UA] mit Hilfe von 1.3 (c), (d)). 


Eine Abbildung $: M— R® ist nach 1.2 (a) genau dann differenzierbar, wenn 
#ox”! für jede Karte (U,x) von M eine C”-Abbildung ist. 


Mtd:L—>M undd:M— N istauchdovb: L— N eine C*-Abbildung, 
denn für Karten x von L, y von M, z von N ist 


zo (dow)or”! = (odoy"t)o(yowor"') 


eine C”-Abbildung im gewöhnlichen Sinn. 


Ein Diffeomorphismus & zwischen zwei n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten 
M und N ist eine bijektive C”-Abbildung &: M — N mit C°-differenzier- 
barer Umkehrabbildung 6&':N-M. 


(b) Die Menge FM := CX(M,R) der C”-Funktionen auf M (wir sprechen 
meistens von Funktionen auf M) bildet bezüglich der punktweisen Addition 
und Multiplikation eine kommutative Algebra (siehe dazu Bd. 1, 815:5.6). 


Für pe M ist die Gesamtheit aller lokal um p definierten Funktionen, 
FM = \J{FÜ| U eine Umgebung von p}, 


ebenfalls eine kommutative Algebra, wenn Addition und Multiplikation von 
fı €e FUı, fa € FU2 auf dem Durchschnitt Uı NU2 definiert werden. 


(c) Sei (U,x) eine Karte einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M um einen 
Punktpe M.Für fEFM, i=|,...,n setzen wir 


= 


|, := d(foxr"')(u) mit u:=x(p), 
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wobei ö; die gewöhnliche i-te partielle Ableitung bedeutet. Bei dieser Nota- 
tionskonvention wird also die Funktion fox”! mit f identifiziert. Andere 
Schreibweisen für die partiellen Ableitungen sind 


flo), af 





e 
BEISPIELE. (i) Für die i-te Koordinatenfunktion f = x? ergibt sich 


x’ 


Oxk 


N 

= (z’ox” )(u) = & = 

e t £ 0 für i£k 

mit u=x(p), weil x’ o x"! die Projektion u = (u!,...,u”) > u’ auf die i-te 
Komponente ist. 


(i) Sind x und y Karten von M um p und ist h := yo x! die zugehörige 
Koordinatentransformation, so sind 


ay' 
Oxt 
die Koeffizienten der Jacobi-Matrix von h = (h!,...,h") an der Stelle u= x(p), 


also 
u) - (Em). 


(d) Existenz von Buckelfunktionen. Für jede Umgebung U vonpe M gibt 
es eine Funktion f € FM mit supp f CU und f =1 auf einer Umgebung von 


p. 
Hierbei ist der Träger supp f einer Funktion f € FM definiert durch 


supp f := {peM | f(p) #0}. 





(P) = Kly!ox"')(u) = Orh’(u) 





BEWEIS. 


Wir wählen eine Karte (V,x) von M mit x(p) = O0 und r > 0 mit K3,(0) C 
z(UNV). Nach Bd.2, 8$10:3.1 existiert eine C”-Funktion g: R—- R mit 
gt) =1fürt<r,0<glt) <1lfürr <t< 2r und g(t) = 0 für £ > 2r. 
Die Funktion f:M > Rmit f(q) = s(||z(g)|) für ge UMmV und f=0 
außerhalb UNV leistet das Gewünschte. 














(e) Unter einer Kurve (C%-Kurve) in einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir 
eine C®-Abbildung ©: T — M auf einem offenen Intervall /. Eine Abbildung 
@ :.J — M auf einem kompakten Intervall J = [a,b] heißt (anders als in 
Bd.1) ein Kurvenstück in M, wenn diese zu einer C”°-Kurve in M auf einem 
umfassenden offenen Intervall Ja— &,b + e| (e > 0) fortgesetzt werden kann. 
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Eine Mannigfaltigkeit M heißt zusammenhängend, wenn es zu je zwei Punk- 
ten p,g€ M ein Kurvenstück «a: [0,1] > M mit a(0) = p, a(1) = q gibt. 

Eine offene, zusammenhängende Teilmenge V #® einer Mannigfaltigkeit M 
wird ein Gebiet genannt. 


(f) SATZ. Jede zusammenhängende eindimensionale Mannigfaltigkeit ist ent- 
weder diffeomorph zur reellen Achse R. oder diffeomorph zur Kreislinie S!. 


Für den nicht einfachen Beweis siehe BERGER-GOSTIAUX [52] 3.4.1. Thm. 


2 Tangentialraum und Differential 


2.1 Tangentenvektoren 


(a) Tangentenvektoren an eine Fläche M C R? sind definiert als Tangenten- 
vektoren von Kurven im R°, deren Spur in M liegt (87:2.1). Tangentenvektoren 
werden hier vom umgebenden Raum R? „geerbt“. Bei abstrakten Mannigfal- 
tigkeiten fehlt ein umgebender Raum; für diese müssen Tangentenvektoren neu 
erfunden werden. 


Es gibt mehrere Konstruktionen von Tangentenvektoren für n-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten; alle führen zum gleichen Ergebnis, d.h. liefern isomorphe 
n-dimensionale Vektorräume als Tangentialräume. 


(1) Tangentenvektoren als Äquivalenzklassen von Koordinaten-n— 
tupeln (Rıccı 1887). Für p € M, zwei Karten x,y um p und zwei n-tupel 
E= (&,...,E*), n= (n',...,n”) definieren wir die Äquivalenz 
i_ — Iy k Sn 
(2, €) um) durch n = Zar PIE @=1,...,n). 


k=1 





Jede Äquivalenzklasse wird ein Tangentenvektor von M in p genannt. Die 
Tangentenvektoren in p bilden einen n-dimensionalen Vektorraum BERGER- 
Gostıaux ([52]) Thm. 2.5.11). 


(2) Tangentenvektoren als Äquivalenzklassen von Kurven. Fürpe M 
heißen zwei Kurven @,ß : ]-z,e[ > M mit «a(0) = $(0) = p äquivalent, 
a& p ß, wenn für eine und damit jede Karte x um p die Koordinatenkurven 
xzoa, zoß im R” an der Stelle t = 0 die gleichen Tangentenvektoren besitzen, 
(= 0. a)'(0) = (20 B)'(0). 

Jede Äquivalenzklasse wird ein Tangentenvektor von M in p genannt. Die Tan- 
gentenvektoren in p bilden einen n-dimensionalen Vektorraum (KRIELE [76] 
2.2.1). 


Beide Konstruktionen sind umständlich zu handhaben, weil stets mit Vertretern 
der jeweiligen Aquivalenzklassen (Koordinaten-n-tupel, bzw. repräsentierende 
Kurven) gearbeitet werden muss. 
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(3) Tangentenvektoren als Richtungsableitungen (CHEVALLEY 1946). 
Um die nachfolgende Konstruktion zu motivieren, erinnern wir an den Be- 
griff der Ableitung einer C'-Funktion f: R" — R in Richtung eines Vektors 
veR”ineinem Punkt ae R”, 


d,f(a) = z (a+tv)|,_,- 


Die Zuordnung 
fr osfla), CRY) R 


ist linear und genügt der Produktregel (Bd.1, 822:3.2). 


Durch die folgende Definition werden Tangentenvektoren von Mannigfaltigkei- 
ten als Richtungsableitungen eingeführt: 


Ein Tangentenvektor v einer Mannigfaltigkeit M im Punkt pe M ist eine 
Linearform 


v:FM->R, frv(f), 


die im Punkt p die Produktregel erfüllt, d.h. es gilt 


v(af+bg) =av(f)+bu(g), vif-9) = Flp)v(g) + glp)v(f) 


für ,ge FM, a,bER. 
Um die Linearität des Operators zu betonen, schreiben wir meist vf statt v(f). 


Diese Definition von Tangentenvektoren hat gegenüber den beiden vorhergehen- 
den den Vorteil der Einfachheit und Koordinatenfreiheit; außerdem ergibt sich 
mit dieser auch eine übersichtlichere Beschreibung von Tensoren. 


Wir verwenden im Folgenden diese dritte Konstruktion von Tangentenvekto- 
ren und stellen Beziehungen zu den beiden vorhergehenden her. Für den etwas 
gewöhnungsbedürftigen Umgang mit diesen Objekten empfehlen wir für den 
Anfang die Eselsbrücke „v = 0,“. Als ersten Schritt zeigen wir zwei bekannte 
Eigenschaften von Richtungsableitungen: 


LEMMA. Für jeden Tangentenvektor v von M in p gilt 
(Gi) vf =0 für konstante Funktionen f, 
(ü) vf = vg, falls f und g in einer Umgebung von p übereinstimmen. 


Die zweite Aussage besagt, dass der Wert von vf nur vom Verhalten der Funk- 
tion f auf beliebig kleinen Umgebungen von p abhängt. Hiermit lässt sich leicht 
folgern, dass wir bei der Definition von Tangentenvektoren anstelle von FM 
genauso gut die Algebra F,M verwenden können. 
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BEWEIS. 


(i) Für die konstante Funktion 1 gilt nach der Produktregel v(1) =v(1-1) = 
l1v(1)+1v(1) = 2v(l), somit v(1) = 0, und für f=c=c-1(cER) wegen der 
Linearität v(f) =v(c-1)=c-v(l)=0. 

(ü) Es sei h:= f-g=0 in einer Umgebung U C M von p. Wir wählen gemäß 
1.5 (d) eine Buckelfunktion op € FM mit p(p) = 1 und p = 0 außerhalb U. 
Dann gilt ph=0 auf M und nach (i) 


0=v(ph) = o(p) v(h) u) v(p) =v(h) =v(f- g)=vlf) - vlg). 
=1 =0 

















BEISPIEL. Sei (U,x) ein Koordinatensystem von M. Dann gehören zu jedem 
Punkt peU die durch die partiellen Ableitungen gegebenen Tangentenvekto- 
ren 


9_ 
xt 





ee FM — R definiert durch fH+— = 








WE): 


p 


Denn die Zuordnung 





I 








ale > &(fox”')(u) mit u=x(p) 


ist linear und genügt der Produktregel. 


(b) Basissatz. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und pe M. Dann 
ist die Gesamtheit T,M der Tangentenvektoren von M in p bei der natürlichen 
Verknüpfung 


(au+bv)f := aluf)+b(vf) für all fE FM 


(u,v € T,M,a,bER) ein n-dimensionaler Vektorraum, der Tangentialraum 
von M in p. 





Für jedes Koordinatensystem (U, x) um p bilden die Tangentenvektoren 


d ö 


Ba Dam 


eine Basis für T,M, und zwar hat jeder Vektor ve T„M die Darstellung 
. ı & dx 


mit der Wirkung € = v(2') von v auf die i-te Koordinatenfunktion x’. 








p 


Für die Basistangentenvektoren schreiben wir auch dı I BR: Only 
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BEWEIS. 

Sei (U, x) eine Karte um p, 0.B.d.A. x(p) = 0. 
(i) Die Vektoren |, i 
chung 


4 I=| sind linear unabhängig. Denn aus der Glei- 
’ dar |p 





n ‚od . 1 rn 
= Ne s-|, mit a ,...,a ER 
; T 


folgt durch Anwendung auf die Koordinatenfunktion f = x* nach 1.5 (c)(i) 








= (Dazal,)e =>; = Dast-a 


i=l i= i=1 








für k=1,...,n 
(i) Wir zeigen für jeden Tangentenvektor v € T,M die Identität 


un 
i—=1l 


i= 





mit ®=v(e), 





d.h. 





u-rezel, 


i=l 





für alle f € FM. 


O.B.d.A. sei x(U) = K.(0) mit einem r > 0. Für fE FU ist g:= fox! eine 
C”-Funktion auf K,(0) C R”, und es gilt für ue K,(0) 


n 


g(u) = [ Folt Wdi=[%0 gltu)u’dt =) u’gi(u) 
f) f) 


i=1 i=1 


1 
mit den C°-Funktionen gi(u) := [ öig(tu) dt. 
0 


Für ik = goxeFU folgt dann 


Fi) = 900) = (0) = Alf o')0) = 4 











und für alle ge U 
flo) = 1a) = 800) + Ya’aela)) = FO) + Dad ha), 
also mit der konstanten Funktion c = f(p) 


of 
oz: 





@) f=c+H 5 fi auf Uund fi(p) = 


1 5 
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Die Additions- und Produktregel für v liefern mit v(c) = 0 = x’(p) und 
v(xz’) = € die Behauptung: 


vf = v(c + Da'f) = v(c) + u(D x fi) 


i=1 


Dh) + I Koua‘) = Die = DEE 

















II 
im: 





5 . 


BEMERKUNG. Wir notieren, dass beim Beweis des Basissatzes die C”-Diffe- 
renzierbarkeit der Mannigfaltigkeit und der für die Definition der Tangenten- 
vektoren verwendeten Funktionen wesentlich verwendet wird. Ist f nur C’- 
differenzierbar mit 1< r < oo, so sind die fi nur C””!-differenzierbar, und (x) 
ist keine Identität zwischen Funktionen des gleichen Funktionenraumes. 


(c) Transformationsverhalten bei Koordinatenwechsel. 
SATZ. Für Koordinatensysteme « und y um p gilt 
En | = La 2 
xt Ir Oak’ Oyi Ir 


i=1 


(k=1,...,n). 


Besitzt also v€ T,„M die Basisdarstellungen 


n ‚d 
Vega - Lrzzl 
so gilt das a 
i — dy' ö 
"= DE G=l..m. 


k=1 





Dies ist die Äquivalenzrelation (z,&) » (y,n), die der Konstruktion (a) (1) der 
Tangentenvektoren nach Ricci zugrunde liegt. 


BEWEIS. 


Nach dem Basissatz besteht eine Darstellung 
8 ı 0,9 N u 
er, mit a,€eR (ke l,:3:;n). 
j-1 
Anwendung dieser Identität auf die Koordinatenfunktion y’ ergibt nach 1.5 (c) 


Oy d i — ; 0 i 
Date) = (ur) - (Di zal,)o 





n 


Yo ) -) ad = a. 


j=1l 3-1 

















244 88 Mannigfaltigkeiten, Tensoren, Differentialformen 


(d) Tangentialräume von affinen Räumen und von Vektorräumen. 


Sei A ein n-dimensionaler affiner Raum 

mit Richtungsvektorraum V. Wir be- 

zeichnen wie in 1.2 (e) die vom Vektor A 
v € V erzeugte Translation A— A mit 
pmp+tv. F; 
Satz. Für jeden Punktp € A ist durch 
die Zuordnung b 














:V> TA, vn% 
mit alt) =p+tv 
»=&0), al)=p+t 


ein Isomorphismus, d.h. eine bijektive lineare Abbildung gegeben. 











Da diese Zuordnung ohne Basiswahl definiert wurde, sprechen wir von einem 
natürlichen Isomorphismus und schreiben ,A=V. 


BEwEIS als [üA]. Zeigen Sie, dass die Abbildung i, : V — TyA linear und 
injektiv ist (Letzteres durch Basiswahl in V). Wegen dim ,A=n= dimV ist 
diese dann ein Isomorphismus. 


Da jeder Vektorraum V ein affiner Raum ist, erhalten wir 7,V EZ V für jedes 
peV, insbesondere TuR” ER” für jedes ue R”. 


2.2 Tangentenvektoren von Kurven 
Den Tangentenvektor &(t) einer Kurvea :I— M an der Stelle t € I defi- 
nieren wir durch 


alt)f := (foo)'t) für alle fEFM. 


Der Tangentenvektor ordnet also jeder Funktion f die Ableitung von f bei Ver- 
schiebung längs der Kurve a zu. Es gilt 


&(t) € TacyM , 
denn der Operator f > aft)f ist linear und genügt der Produktregel an der 
Stelle p= aft). 
Wir nennen eine Kurve a: I — M regulär, wenn ä(t) # 0 für jedest € I gilt. 


Sei x eine Karte um einen Kurvenpunkt p = a(t). Mit der auch im Folgenden 
verwendeten Abkürzung 
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hat der Tangentenvektor &(t) nach dem Basissatz die Darstellung 


mit € = alt)a’ = #‘(t). 





FOLGERUNG. Jeder Tangentenvektor v € T,M kann als Tangentenvektor einer 
Kurve a: ]-e,e| mit a(0) =p dargestellt werden: v = «(0). 

Zum BEWEIS wählen wir eine Karte x 
mit x(p) = 0, stellen v durch die zu- 
gehörige Basis dar, 











v= 2» e Ö; ” 
i=1 
und setzen i T,M 
alt) = 2 t&e,) M 
i=1 
für El <e<1. 





=v. 


Dann gilt «(0) = p, x’(t) =t£* und somit &(0) = JE; h 
i=1 


Damit ist die Vorstellung von Vektoren v € T„M als im Punkt p angetragene 
Pfeile gerechtfertigt. Des Weiteren ergibt sich die der zweiten Konstruktion 
zugrunde liegende Darstellung von Tangentenvektoren als Aquivalenzklassen 


von Kurven ; 


Zeigen Sie: Gehen die Kurven ©: 1 — M und B:J— M durch Umpara- 
metrisierung auseinander hervor, also d= aoh mit einem C”°-Diffeomorphis- 
mus h:J — I, so gilt die Kettenregel 


ß(t) = h(t)&(s) mit s=Aft) für te J. 


2.3 Das Differential von C°-Abbildungen 


Sei 8:M— N eine C%-Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten M, N. Das 
Differential von & an der Stelle pe M erklären wir als Abbildung 


d»: 7, M-TN, vHrw mit q=dlp), 

wobei für jedes v € T,M der Bildvektor we 7T,N festgelegt wird durch 
wf := v(fod) für alle FERN. 

Zeigen Sie, dass diese Definition eine lineare Abbildung de» liefert. 


Wir geben dieser Definition eine anschaulichere Form: Hierzu wählen wir zum 
Vektor v € T,M gemäß 2.2(c) eine Kurve a : |-z,e| — M mit «a(0) = 
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p, &(0) = v und erhalten die Darstellung ddp(v) = £(0), wobei 8 = doa 
die Bildkurve von «& unter der Abbildung & ist. 

Das ergibt sich unmittelbar mit der Definition in 2.2 (c): Mit w := dd,(v) gilt 
für alle FEFN 


wf = v(fo9) = Al0)(f od) = (Foyoa)‘(0) = (FoB)'(0) = B(O)F. 
Es gilt die Kettenregel für Abbildungen Y: L>JM,6:M- N undpeM, 
Upod)p = dba oda, mit q= Ylp). 
Nachweis als Al. 


2.4* Das Tangentialbündel 


Das Tangentialbündel einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist die dis- 
junkte Vereinigung der Tangentialräume 


TM = U (r, T,M) = {(p,v) |pe M, ® eT,M}. 


peM 


Der Übergang von T,M zu (p, T,M) bedeutet Markieren des Fußpunktesp € M 
von Vektoren v € T,„M. Die Zuordnung 


7:TM>M, (pvp 
heißt Fußpunktabbildung oder Projektion. 
Wir identifizieren im Folgenden stets 7,M mit (p, T,M). 


Das Tangentialbündel TM ist auf natürliche Weise eine 2n-dimensionale Man- 
nigfaltigkeit: Für jedes Koordinatensystem (U, x) von M ist durch 


(p,v) — (2'(p),...,2"(p),E (PV),..-,€*(B,v)), 


wobei die € = &'(p,v) durch v = : 'd 
& = &(p,o) Deal, 





gemäß dem Basissatz 2.1 (b) 
eindeutig bestimmt sind, eine bijektive Abbildung 
E:r (U) = UnRM— R?” 
peuU 


zugeordnet. Für zwei überlappende Koordinatensysteme (U,x), (V,y) von M 
ergibt sich unmittelbar nach 2.1 (d) 


(or) (u,£) = (v,n) 


v=vor!u), MV une, p=ao). 


k=1 


mit 


Dies liefert eine C°-Abbildung zwischen offenen Mengen des R?*. Die Gültig- 
keit der Hausdorffschen Trennungseigenschaft von TM ist leicht zu sehen. Die 
Projektion mr: TM — M wird hierbei eine C”°-Abbildung. 
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3 Vektorfelder und 1-Formen 


3.1 Vektorfelder 
(a) Unter einem Vektorfeld (C”°-Vektorfeld) X auf einer Mannigfaltigkeit 
M verstehen wir eine Abbildung 

X:M-TM, pr MeTnTM, 


die C°-differenzierbar ist in dem Sinn, dass für jede Funktion f € FM die 
Funktion 


p+ Xh M>R 


C”°-differenzierbar ist (zur Schreibweise siehe 2.1 (a) (3)). 


Die Gesamtheit aller Vektorfelder auf M bezeichnen wir mit VM. Für Vektor- 
felder X,Y € VM und Funktionen f,g € FM entsteht die Linearkombination 
X +gY € VM durch punktweise Verknüpfung 


X +g9Y%» = SD) R+gP)Yy, € RM. 


Die hierbei gültigen Rechenregeln ergeben sich unmittelbar aus der Vektorraum- 
eigenschaft der Tangentialräume 7,M. 

Es liegt auf der Hand, was unter einem Vektorfeld X auf einer offenen Teilmenge 
UCM (X EVU) zu verstehen ist. 


Für jede Karte (U,x) von M sind 

















ö . 
Usp m a ,EeTM (=1,...,n) 
Vektorfelder auf der Koordinatenumgebung U, denn für jedes f € FU ist 
[0] = of _ =g 


C”-differenzierbar nach Definition 1.5 (a). 
Jedes Vektorfeld X € VM (oder X € VU) hat die lokale Basisdarstellung 


X = % Ei) 





p 


mit eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen € € FU, denn nach dem 
Basissatz 2.1 (b) besteht für jedes p € U eine solche Darstellung, und die Funk- 
tionen p> &'(p) = X,” sind C”-differenzierbar. 

Wir nennen 9/dx',...8/8x” bzw. d1,...,ö0n die lokalen Basisfelder der 
Karte (U, x). 
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Lassen wir in der obigen Basisdarstellung das Argument p fort, so wird die 
Notation übersichtlicher, 


En se bzw. X =). 
ii da‘ i=1 

Mit der später eingeführten Summationskonvention lautet diese Gleichung 

X = ed bzw. X = €; 

2 dei " = ” 

(b) Vektorfelder als Derivationen. Für jedes Vektorfeld X € VM liefert 
die Schreibweise 

(Xf)(p) = Xpf fürpeM, fEFM 


eine Uminterpretation als Abbildung X : FM — FM, welche linear ist und 
der Produktregel genügt: 


(1) Xlaf+bg) =aXf+bXg für ,geFM,abeR, 
2) Xlf-g) = FXg+gÄF für ge FM. 


Solche Abbildungen FM — FM werden Derivationen genannt. Jede Deriva- 
tion Y lässt sich durch die Vorschrift 


Yf:=(Yf)p) für fEFM,peM 


wegen (Y’f)(p) € T,M auch wieder als Vektorfeld verstehen. Wir unterscheiden 
nicht zwischen diesen beiden Interpretationen und fassen Vektorfelder meistens 
als Derivationen auf. Im Hinblick auf die Definition von Tangentenvektoren in 
2.1(a) (3) bezeichnen wir X f auch als Richtungsableitung. 


3.2 Lie-Klammer und Integralkurven von Vektorfeldern 


(a) Die Lie-Klammer von Vektorfeldern. Für Vektorfelder X,Y e VM 
ist die Hintereinanderausführung der Derivationen 


I>YaAfp), FM-FM 
zwar linear, genügt aber nicht der Produktregel, denn für ‚ge FM silt 
YXUg) = Y(FXg+g9XF) 
= VIA) +FYRK) + HIYAT). 
Bilden wir jedoch den Kommutator der beiden Derivationen, 


X,Ylf := XP) -Y(AP) für FfEFM, 
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so heben sich die störenden ersten und dritten Terme weg, d.h. [X,Y] erfüllt 
die Produktregel und ist als Derivation ein Vektorfeld. Die Verknüpfung 


,:]: YVMxVM-VM 


wird Lie-Klammer auf M genannt. 


Rechenregeln für die Lie-Klammer. Die Lie-Klammer |[- ,:] 
(1) ist R-linear in jedem der beiden Argumente, 
(2) ist schiefsymmetrisch, 


(3) erfüllt die Jacobi-Identität 


X, Y],2] + [v, 21x] + [[3,X],Y] = 0 für ,Y,ZevM. 


Beweis als [üA]. 


Haben Vektorfelder X,Y € VM bezüglich eines Koordinatensystems die loka- 
len Basisdarstellungen X = )) Ed, Y = 2» n"ör ‚so besitzt die Lie-Klammer 
i—=1 k=1 


i= 


von X und Y die Darstellung 


n 


RYı= Dean: ma) I. 


i,k=1 


FOLGERUNG. Die Lie-Klammer von lokalen Basisfeldern verschwindet stets, 
| [e) ö 


am) 0 (i,k=1,...,n). 


(b) Integralkurven von Vektorfeldern. Zu gegebenem Vektorfeld X e VM 
heißt eine Kurve 2 : I — M Integralkurve von X, wenn sie Lösung der 
Differentialgleichung 


£(t) = Kl) für teI 


ist. Analog wie im R” gilt auch auf Mannigfaltigkeiten der 


Existenz- und Eindeutigkeitssatz für das Anfangswertproblem. 


Zu jedem Punkt p € M gibt es genau eine maximal definierte Integralkurve 
g:I>M von X mit p(0) =p. 


Für die maximal definierte Integralkurve schreiben wir 


&t,p) = Bil(p) = poll), 9-1 
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und setzen 
D(X) = {t,pPleRxM|ten)}. 


Die Abbildung ®:D(X)—> M, (t,p) > Ö(t,p) wird der vom Vektorfeld 
X erzeugte Fluss genannt. 


Differenzierbarkeit des Flusses. 


(i) DIX) ist eine offene Teilmenge der Produktmannigfaltigkeit Rx M, und 
der Fluss ® ist eine C®-Abbildung D(X)—> M. 


(ü) Im Fall DX)=RxM gilt das Exponentialgesetz 


® = 1m, 90% = Dr für steR. 


Der BEwEIs besteht in der Übertragung der für Differentialgleichungen im R” 
verwendeten Methoden (vgl. Bd.2, 82:5 und $2:7) auf Mannigfaltigkeiten, 
siehe BOOTHBY [53] IV.4, BERGER-GOSTIAUX [52] 3.5. 


Für den Nachweis der Eindeutigkeit von maximal definierten Integralkurven 
wird die Hausdorfische Trennungseigenschaft (4) von 1.1(a) benötigt. Bei Ver- 
letzung dieser Forderung kann es geschehen, dass Integralkurven in zwei Äste 
verzweigen, siehe BERGER-GOSTIAUX [52] 3.5.5. 


Im Fall D(X)=RxM sind die Abbildungen ®;: M — M Diffeomorphismen 
wegen 9 0®_;,=®&,_:=®%=1m. 

Auch im allgemeinen Fall ist das Exponentialgesetz ®;(®;(p)) = ®s+:(p) gültig, 
wenn |s|, |£|, |s +2] & 1. 


Es seien X,Y € VM zwei Vektorfel- 

der auf M und ®,W die von diesen er- D &,(p) 
zeugten Flüsse. Der Einfachheit halber 

nehmen wir D(X)=D(Y)=RxM Y» 

an. 


SATZ (LIE 1876). Genau dann kommu- 
tieren die Flüsse von X und Y, 


8,oVW, =W.o®, fürsteR, 


ee von X und Y v.(p) 9.(%,(p)) 
i = U.(®,(p)) 
X,Y] =0. 


Diese Aussage liefert eine wichtige Interpretation der Lie-Klammer. Ihre Be- 
deutung ergibt sich aus der Tatsache, dass Flüsse als Lösungen von Differen- 
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tialgleichungen im Allgemeinen nicht explizit bekannt sind, die Verifikation der 
Bedingung [X, Y] = 0 dagegen nur Ausführung von Differentiationen verlangt. 


BR T 
A =” 


Die Figur macht die für Vektorfelder auch verwendete Bezeichnung Schnitte 
im Tangentialbündel plausibel. 


Für den BEWEIS verweisen wir auf BOOTHBY [53] IV.7. 
(c)* Mit Hilfe des Tangentialbündels 
2.4* kann jedes Vektorfeld X € VM 
nach Identifizierung 
Xp = (p,X,) 


als C®%-AbbildungX:M — TM mit 
roX = 1m 


charakterisiert werden Al. 








3.3 1-Formen 


(a) Für einen n-dimensionalen Vektorraum V nennen wir den Vektorraum der 
Linearformen (Kovektoren) w: V — R den Dualraum von V und bezeich- 
nen diesen mit V*. 


V* ist ebenfalls n-dimensional, und für jede Basis vı,...,vn von V bilden die 


Linearformen vl,...,v” mit 


vo) = (k=1,...,n) 


eine Basis für V*. Denn für jede Linearform w € V* gilt 
” k 
w= ),arı, 
k=1 


mit den eindeutig bestimmten Koeffizienten ar := w(vr), da beide Seiten Line- 
arformen sind, die auf den Basisvektoren v; denselben Wert annehmen. 


V1,-..,Un;VL,...,v” heißt ein Paar dualer Basen (duales Basispaar) von 
V und V*. Den Dualraum von 7T,M bezeichnen wir mit T,M. 


(b) Eine 1-Form w auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Abbildung 
wiprweT,M, 

die differenzierbar ist in dem Sinn, dass für jedes Vektorfeld X € VM durch 
wX): pP we(Xp), MAR 


eine C”-Funktion auf M gegeben ist. 
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Die Gesamtheit der 1-Formen auf M bezeichnen wir mit V*M. Für 1-Formen 
wı,w2a € V*M und Funktionen fi, fe € FM entsteht durch die punktweise 
Verknüpfung (fiwı + few2) |, = fı(p)wı k + fa (D)w2|, die FM-Linearkombi- 
nation fiwı + few2. Da die 75 M Vektorräume sind, folgt fıwı + fawa € V*M. 
Nach Definition wirken 1-Formen w auf Vektorfelder FM-Jinear, d.h. es gilt 
w(fX+gY) = fw(ÄX)+gw(Y) für ge FM, X,YeVM. 
(c) Für jede Funktion f € FM erklären wir das Differential von f als die 
1-Form df €e V*M mit 
df,(v) = vf für alleve T,M undpeM. 


Für eine anschauliche Interpretation des Differentials wählen wir eine Kurve 
a:]-e,e[> M mit a(0) =p, &(0) = v. Dann gilt nach 2.2 (c) 


dfp(w) = alO)f = (Foa)'(0). 


Hiernach beschreibt df,(v) also die Änderung der Funktion f längs der Kurve 
a im Punkt p. 


Nach 3.1 (b) gilt 
df(X) = Xf für alle XEVM. 


Für jede Karte (U, x) um p besitzen die Koordinatenfunktionen x!,...,x” Dif- 
ferentiale dx!,...,dx” € V*U. Für diese gilt nach 1.5 (c) 


a) ei 

Oak)  \dxk rn 

d.h. die Linearformen de}, ...,dap bilden die zu er, wa 
in T,M. 

Damit erhalten wir für jede 1-Form w € V*M (oder w € V*U) die Darstellung 


° 


rn 





|, duale Basis 


n R 
w= ), made 
i=1 
mit den nach (a) eindeutig bestimmten Koeflizientenfunktionen 


u = u() e FU (i=1]....,n). 


Für v = er2 € T,M ergibt sich 
2 oa |,€ Tr 


w(v) = = aje. 
i=1 
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Für Differentiale w = df folgt insbesondere die Basisdarstellung 


df = > = de’ wegen = (2 ) e of 


ori Oxt 
i=1 











Rechenregeln für das Differential 

Die Abbildung f > df, FM > V’M 

(i) ist linear, daf+Bg)=adf+Pßdg für, BER, f,geFM, 
(ü) Es gilt die Produktregel d(f:g)=gdf + fdg für ,ge FM. 
Nachweis als [öA]. 


(d) Das Differential von Funktionen f:M —R, dfp 

für den Moment mit dfp : 7, M >R. bezeichnet, RM —— TR 
stimmt mit dem in 2.3 definierten Differential von N BZ 
Abbildungen nicht überein; vielmehr gilt df, = af 


od, fr mit t:= f(p) und dem natürlichen Iso- 
morphismus +: R— T;ıR von 2.1(d) [ü4]. 


Die gleiche Schreibweise für die beiden Begriffe wird durch die Identifizierung 
THRZER gerechtfertigt. 


BEMERKUNG. Wir haben in Kap. I Impulse und Wellenvektoren durch Vek- 
toren dargestellt, obwohl es sich um Linearformen handelt. Dies geschah aus 
dem Bestreben, den Lesern den Einstieg durch eine einfache und anschauliche 
Darstellung zu erleichtern. 


Auch die in Bd. 1, $24:6.1 betrachtete differentielle Wärmeänderung eines ther- 
modynamischen Systems ist kein Vektorfeld (Qı, Q2), sondern seiner Natur nach 
eine 1-Form w = Qı dT + Q@adv auf dem R?. 


Auf Lorentz- und Riemann-Mannigfaltigkeiten vermitteln die dort gegebenen 
Metriken eine Korrespondenz von Vektorfeldern und 1-Formen, siehe 89: 2.4. 


4 Tensoren 


4.1 Tensoren als multilineare Abbildungen 


(a) Den Dualraum von V* bezeichnen wir mit V**. Zu jedem v € V ist durch 
L,(w) := w(v) für alle we V* 

eine Linearform £, auf V* gegeben, also L, € V**. 

Satz. Die Abbildung 


Iv:V>V”, vl, ist ein Isomorphismus. 
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Wir identifizieren daher im Folgenden den Bidualraum V** mit V und schreiben 
mitunter auch 


(*)  v(w) an Stelle von L,(w) = w(v). 


Die in der Literatur hierfür oft gebrauchte Notation (w, v) verwenden wir nicht, 
um Konfusionen mit dem Skalarpordukt auf Riemann- und Lorentz-Mannig- 
faltigkeiten (89) zu vermeiden. 


BEWEIS. 


Die Linearität on Iv folgt aus der Linearität der w € V*. Iv ist injektiv: Aus 
n n 


4%, =0 und v = YEiu folgt 0 = vilo) = Yen) = (k=1],...,n). 
i=1 i=1 
Wegen dim V** = dimV* =dimV = n ist Iv bijektiv. 














BEMERKUNG. Die Abbildung Ivy ist ein natürlicher (basisfrei definierter) Iso- 
morphismus. Zwischen den Räumen V und V* existiert dagegen kein natürlicher 
Isomorphismus. 


(b) Im Folgenden seien Vi,... Vr,W endlichdimensionale Vektorräume. Eine 
Abbildung 

A:Vıx x Vr — W 
heißt multilinear, wenn sie in jedem der r Argumente bei Festhalten der rest- 
lichen linear ist. 


Die Gesamtheit der multilinearen Abbildungen Vı x ::: x Vr — W bezeichnen 
wir mit L(Vıx x V,,W). 
Für A,Be L(Vıx---x V»,W) und a,beER ist durch punktweise Verknüpfung 
in W die Linearkombination 


aA+bB:(vı,...,u%r) — aAlvı,...,uUr)+bB(vi,..., vr) 
definiert, die diese Menge zu einem Vektorraum macht. Jede multilineare Abbil- 


dung ist schon durch ihre Wirkung auf Basisvektoren in Vı,...,Vr festgelegt. 


Satz. dim L(Vı x ---x V,,W) = dimVi --: dimV, - dimW. 


BEWEIS. 

Wir beschränken uns auf den Fall r = 2 und betrachten drei Vektorräume 
U, V,W der Dimensionen !,m,n und für diese Basen (uı1,...,u,), (v%1,..., Um), 
(wı,...,Wn). 


Wir legen Ay € L(Ux V,W) fest durch die Wirkung auf die Paare von Basis- 
vektoren (Ua, ©»), 


AF (ua, 0) := 5,6 we. 
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Diese !- mn bilinearen Abbildungen bilden eine Basis von L(U x V,W), denn 
für jede Abbildung A e L(U x V,W) sind die Basisdarstellungen 
1) Aıı,y) = YWahw nW (i=1,...,l,j=1,...,m) 

k=1 


äquivalent zu der Beziehung 


2) -5% 3 > a; AR, 


i=1j=1k= 











was sich durch Auswertung beider Seiten auf den Paaren (u.«,v») ergibt. 





(c) Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, und r,s > 0 seien ganze Zahlen. 
Wir setzen 


&Q,V := L(V*x---xV"xVx---xV,R) 
= — — ——— — 
r-mal s-mal 
fürr+s> 1 und SV := R. Die Elemente von &\V heißen (r, s)- 


Tensoren (r-fach kontravariante, s-fach kovariante Tensoren) auf V. 
Die Zahl r heißt kontravarianter Rang, und s heißt kovarianter Rang. 


& V ist nach (b) ein Vektorraum der Dimension n"**. 


Einige Tensortypen sind uns schon bekannt, z.B. 


Q&V=R Skalare, 

& V = L(V*,R)=V** =V Vektoren, 

SV = L(V,R) = Linearformen, 

&V = LVxVR) BikassHTohnett; 
(V 


L(V 


&.V 


-xV,R) Multilinearformen. 
s-mal 
Wir setzen zur Abkürzung 
V’ = Vx..xV, (VI ı=V"x..xVr, 
———— ————— 


s-mal r-mal 
&"V = SV = L((V*Y,R). 


(r, s)-Tensoren mit r,s > 1 können auch als lineare Abbildungen V’— &" V 
aufgefasst werden: Ist eine lineare Abbildung A : V? — &"V gegeben, so 


ordnen wir dieser die Multilinearform A: (V*)" x V’—R zu mit 
Aluı, Wr, V1,...,05) >= Aldı,...,Ve)(Ww1,...,Wr) 


für wi; € V*, vj € V. 
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Satz. Durch diese Vorschrift ist ein (r, s)-Tensor A gegeben. Die lineare Ab- 
bildung 


I: N) — 89V, A->A4 


ist ein Isomorphismus. 


BEWEIS. 


J ist injektiv, denn J(A) = 0 bedeutet, dass A die Nullabbildung ist. Die 
Surjektivität von J folgt aus Dimensionsgründen: Nach (c) ist dim &Q,V = 
n"** und dm@&"V =n". Mit (b) folgt dim L(V*,&@" V) = n’n”. 














Von der Isomorphie L(V x V x V,V) 8 83V machen wir bei der Einführung 
des Krümmungstensors in 89:3.4(b) Gebrauch. 


(d) Für endlichdimensionale Vektorräume Vi,..., Vm heißt der Vektorraum 
Vı® 8 Vm := L(V x x V,R) 


das Tensorprodukt von V1,...,Vm- 


Demnach ist wegen V**=V 


Q,V = V8--8V 8 V*8---@V*. 
N  — —— — 


r-mal s-mal 
Für vı € Vi, ..., Um € Vm heißt die r-Form v1 ®:-::® Um € Vı®:--:& Vm mit 
(18: vm)(wi,...;Wm) := wı[lv1) :** Wm(Um) 
für; € Vf, i=1,...,m das Tensorprodukt der Vektoren vı,..., Um: 


4.2 Basisdarstellung von Tensoren 


Es sei v1,...,Un;vl,...,v” ein Paar dualer Basen von V. Für die aus diesen 
Basisvektoren gebildeten Tensorprodukte gilt nach Definition und unter Beach- 
tung von 3.3 (a) und V"*=V 


(vi, 8: @ vi, 8 vl 8: -@vf) a ee) 
(**) = (0) url.) lo) vo lo,) 
k k 
= Huhn of öl 


Satz. Die n”*° Tensorprodukte vi, 8: :-® vi. ® vi &-::®& vs bilden für 
r+s21 eine Basis von &\V. 
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Jeder (r,s)-Tensor A &\V besitzt somit die Basisdarstellung 


A 


im 


2 a I 7 8-8, QUB--- Su 


iı=l 


mit den Koeffizienten 


ini iı N 
Q;.. ne nn Alu, er Ur Vjyyer 3 Vje)- 
Der BEWEIS verläuft unter Verwendung von (**) ganz analog wie der des Di- 
mensionssatzes in (b). 


Um die Basisdarstellung etwas übersichtlicher zu gestalten, verwenden wir die 
Einsteinsche Summationskonvention: Über jeden doppelt auftretenden In- 
dex ist zu summieren; das entsprechende Summenzeichen wird fortgelassen. Die 
Basisdarstellung schreibt sich hiermit 


A = a BR ae. 


Js 


4.3 Kontraktion von Tensoren 


Für einen (1,1)-Tensor A € & V ist die Kontraktion definiert als die Zahl 


C1A := A(vi,v;) (Summationskonvention), 
hierbei ist vı,...,Un; vl,...,u? ein beliebiges Paar dualer Basen für V,V*. 
Die Zahl hängt nicht vom gewählten Basispaar ab: Ist wı,..., wn; ur, WE 
ein anderes Basispaar von V, so ergibt sich mit u = SPwr, vu = T7 wi, 


TiS® = 6% die Gleichheit 


A(vi,v;) — A(Tjwi, Sfwr) = = TISE A(wf, wr) 


d# A(wi,wr) = AlwR, we). 


Fassen wir gemäß 4.1(c) Ace &:! V als lineare Abbildung von V auf, so ist die 
Kontraktion nichts anderes als die Spur. 


Ganz entsprechend definieren wir die Kontraktion von A € &. V mit r,s>1 
für 1<u<r, 1<v<esoalsden (r-1,s- 1)-Tensor C# A mit 


(CH A)(wı,. ..,Wr—-1,Vl,...» ‚Vs-ı) 
n 
TA re) 


für wı1,...,wr-ı €E V*, v1,...,Vs-ı EV. 
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Hat A die Koeffizienten a: er bezüglich eines dualen Basispaars von V, so 
besitzt der kontrahierte Tensor CHA die Koeflizienten 


ing kiper 
> an 
k=1 
4.4 Tensorfelder, lokale Basisdarstellung, Transformationsgesetz 
(a) Ein (r, s)-Tensorfeld auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist 
eine Abbildung 
A:p hEeNTrM, 
1 


die differenzierbar ist in dem Sinn, dass für beliebige 1-Formen w‘, 
V*M und Vektorfelder Xı...,Xs € VM die Funktion 


..,W" € 





M—R, p-> Ay (w |... @”| ar 


o) 


p 


C°-differenzierbar ist. 


Die Gesamtheit der (r, s)-Tensorfelder auf M bezeichnen wir mit T%M. Für 
A,Be T7;,M und Funktionen f,g€ FM definieren wir die FM-Linearkombi- 
nation fA+gB € T)M punktweise, d.h. durch p > f(p)A(p) + g(p)B(p) € 


O'T,M. 


Insbesondere ist 
TM=FM, TIM=VM, TM=VM. 


Meistens werden Tensorfelder einfach Tensoren genannt. Diese Sprechweise ist 
unproblematisch, weil Tensoren in einem Punkt so gut wie nie auftreten. 


(b) Tensorfelder als FM-Multilinearformen. Ein Tensorfeld Ae TIM 
mit r+s> 1 lässt sich uminterpretieren in eine Abbildung 


A: V'Mx:---xV'MxVMx---xVM — FM 
N m nn m — — — — 
r-mal s-mal 
mit 


Aa ER RN = Ap (w"| | ‚Xıl BEE 





) 


für w!,...,w” €E V*M, Xı,...,Xs€E VM undpeM. 
Die Abbildung A ist in jedem der r +s Argumente AM-Jinear; d.h. es gilt 


AM READER AL Van) 
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für ‚ge FM, Xr,Yk € VM sowie Entsprechendes für die Variablen w°. Dies 
liegt an der Definition von FM-Linearkombinationen. Wir sprechen von einer 
FM-Multilinearform. 


Wir zeigen jetzt, dass sich die Zuordnung A+> A auch wieder umkehren lässt, 
d.h. dass zu jeder FM-Multilinearform ein Tensor gehört. Das ist von Bedeu- 
tung, weil die meisten Tensoren der Differentialgeometrie durch Differentiation 
von Vektorfeldern entstehen und zunächst nicht punktweise definiert sind. Das 
wichtigste Beispiel ist der Riemannsche Krümmungstensor, der durch zweifache 
Differentiation von Vektorfeldern gebildet wird. 


SATZ (Punktweise Auswertbarkeit von FM-Multilinearformen). Gilt r+s>1 
und ist A: (V*M)" x (VM)’— FM eine FM-Multilinearform, so hängt für 
wi,...,w"EV*M, Xı...,Xs€EVM undpeM die Zahl 


Al Kan Kal B) 


nur von den Werten von w!,...,w",X1,...,Xs im Punkt p ab. 


Hiernach können wir die FM-Multilinearform A in jedem Punkt pe M aus- 
weiten, indem wir gegebene Kovektoren w!,...,w” € T,M* und Vektoren 
v1,...,0s € T,M zu 1-Formen N!,...,0” € V*M und Vektorfeldern Vı,..., Vs 
€ VM fortsetzen mit 


2 





weh Vi, = ehe eben), 


Dass dies möglich ist, zeigen wir anschließend. Setzen wir dem Satz gemäß 


4,@,.:. 400) AN ne )) 


p 


und lassen dann p € M laufen, so erhalten wir ein (r, s)-Tensorfeld Ae T;M. 


Aufgrund dieser Isomorphie ist es erlaubt, (r, s)-Tensoren mit FM-Multiline- 
arformen (V*M)" x (VM)’> FM zu identifizieren. 


Vor dem Beweis des Satzes zeigen wir, dass jeder Vektor in einem Punkt zu 
einem Vektorfeld auf M fortsetzbar ist. 


Zu gegebenem Vektor v € T7,M wählen wir eine Karte (U,x) um p und gemäß 
1.5 (d) eine Buckelfunktioin fE FM mit f(p) =1 und supp f C U. Wir 
setzen dann 


V:=fE& in U und V:=0 in M\U, 


wobei v := Ed; 


M mit v, =v. 





A die Basisdarstellung von v ist. Dann ist V ein Vektorfeld auf 


Ganz analog gehen wir bei der Fortsetzung eines Kovektors zu einer 1-Form auf 


M vor öl. 
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BEWEIS des Satzes. 

(Gi) Gilt wi, = 0 für en i=1,...,r oder X], =0 für en j=1,...,s, 
so ist Alw!,...,w",X1,...,Xs)(p) = 0. 

Zum Nachweis wählen wir eine Karte (U,x) um p und gemäß 1.5 (d) eine 


Buckelfunktion f € FM mit f(p) = 1 und supp f C U. Angenommen, es 


gilt w*|, = 0. Dann folgt mit der lokalen Basisdarstellung w! = ıuda’ (vgl. 


3.3 (a)) 





PAR. Nee) AP Re, X) 
Alfaifda’,w?,...,w", X1,...,Xs) 
= fuA(fde',w*,...,w",X1,...,Xs), 


insbesondere wegen f(p) «(p) =0 für i=1,...,n 


Alan X, e)(P) = Fo)’ Alw',...,0",X1,...,Xs)(P) = 0. 


(i) Für wt,...,w",0',...,o0"EeV'M, Xı,...,Xs,Yı,...,Ys € VM mit 


i i 
w =o0o 
p 








“ für ];:2:3%, X;|, = Y;|, für j=1,...,s 
gilt 
Ale, 2.50 Ir, )(p) = Aller 0,9, Y)lB): 
Denn mit der FM-Multilinearität von A folgt durch sukzessives Einschieben 
Alw!,...,Xs) — Alct,...,Ys) 
= Alw! - 0',w°,...,Xs) + Alo!,w? - 0°,w°,...,Xs) 
+...+ Alot,...,Y-1,Xs-Y5), 


und nach (i) verschwindet die rechte Seite an der Stelle p, was die Behauptung 
liefert. 














(c) Lokale Basisdarstellung von Tensoren. Ist (U,x) eine Karte von M, 
so bilden nach 3.3 (a) in jedem Punkt p € U die Vektoren und Kovektoren 


1 n 
a | ; d'| PR hy 
p p 


p p 
ein Paar dualer Basen für 7,M und 7, M. 

Jeder Tensor AeE T}M mit r+s>1 besitzt dann nach 4.2 die lokale Basis- 
darstellung auf U 


A= a 8,8: 80, Bde! 8--- Bde” 
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mit den Koefhizientenfunktionen 


Ber And) En. 
FOLGERUNG. Sind (U, x), (V,y) überlappende Koordinatensysteme von M und 
hat der Tensor AET,M mit r+s>1 die Koeffizienten 


ileÄr 
Gj1...3s 


bezüglich x, Be bezüglich y, 
so gilt das Transformationsgesetz 


@) er en Tr Ted af DAV mie 
öyf ; dx) 
T} — 


Re or 
ee ee 





Denn nach 2.1 (c) gilt für die Basisfelder das Transformationsgesetz 


8 zd 


Or On Oy N Oyk 


Aufgrund der DasseE Dechalt sind dx!,...,d«” aus den dy!,.. ‚dy” linear 
kombinierbar, dx? = T3 dy“ mit en Kosizentenhinktönen rn. Hieraus 
folgt 


; (2 (ak 9 rk 2.,5[9 
KEIN) u — 9% de) 
6 = de (=) dx (s! dye e) 5; dx (55) 


STR (Zr) = NE SET 


und damit T3 = öx’ /dy' = T}, weil die Matrizen (SF) und (T}) zueinander 
invers sind. Das Transformationsgesetz (x) ergibt sich nun mit Hilfe der obigen 
Basisdarstellungen durch Koeffizientenvergleich. 


4.5* Die Lie-Ableitung 


Gegeben sei ein Vektorfeld VE VM. Für jedes Tensorfeld Ae T5M misst die 
Lie-Ableitung LvrA € TZM die Änderung von A bei Verschiebung längs der 
Integralkurven von V. Dies wird in (b) formuliert, die folgende Definition lässt 
das nicht unmittelbar erkennen. 


(a) Die Lie-Ableitung Lv bezüglich des Vektorfeds V € VM legen wir in 
der Wirkung auf Funktionen und Vektorfelder fest durch 


(1) Ivfio=vuf=df(V) für fEFM, 


(2) LvX := [V,.X] für XevM; 
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hierbei ist [V,X] die in 3.2(a) eingeführte Lie-Klammer. Nach 3.2 (a) bzw. 
3.3 (c) gilt die Produktregel: 


[(V, X(F 9) = (IV, X]Ns + (IV; Ag) f 
bzw. 
Iv(f:9) = (LWf)g+ (Lvg)f- 


Die Erweiterung auf Tensorfelder ergibt sich auf eindeutige Weise, wenn wir die 
Gültigkeit der Produktregel für die Tensorprodukte fordern. Um diese suggestiv 
zu formulieren, schreiben wir für den Moment für die Wirkung einer 1-Form w 
auf ein Vektorfeld Y 


w-Y statt w(Y), 


und für die Wirkung eines Tensors A € T5M mit r+s > 1 aufseine Argumente 
w' eV*"M, YkLEVM 


Aw .--w"-Yı--- Y, statt Al ae NV) 


Des Weiteren verabreden wir, dass der Operator Lv stets nur auf den unmit- 
telbar nachfolgenden Term wirken soll. 


Für we TPM = V*M legen wir die Lie-Ableitung Lvw als 1-Form fest durch 
die Gültigkeit der Produktregel 


Lv(w:Y) = Lvw:Y +w:-LvY für YevM, 


wobei der erste Ausdruck nach (1) und der letzte nach (2) definiert sind. Wir 
setzen also Lvw-Y := Lv(w-Y)-wLvY und erhalten in der üblichen Schreib- 
weise unter Verwendung von (1),(2) 


(3) (Ivw)Y := Vu(Y) - w([V,Y]) für YEVM. 


Entsprechend definieren wir für einen (r, s)-Tensor Ae T53M die Lie-Ableitung 
LvAe T%M über die Produktregel für 1+r-+s Faktoren: 


Iv(A:w!...w"-Yı --- Y;) - (LvA):w! ---w”-Yı ---Y 





ar „Aw... w".Yı--(LvYe):-: Yo, 


k= 


rm 


wobei die linke Seite nach (1) definiert ist, die erste Summe nach (3) und die 
letzte Summe nach (2). Damit ergibt sich die Definition von Lv A in der üblichen 
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Notation: 


A ee re) 


Er Au le) 
k=1 
für w!,...,w” EV*M, Yı,...,Ys € VM. 


Satz. Die Lie-Ableitung Lv : TEM — TSM ist linear und genügt der Pro- 
duktregel 


Lv(fA) = (Lvf)A + fLIvA. 


Das ergibt sich unmittelbar aus der Definition. 


Für die Koordinatendarstellung der Lie-Ableitung ergibt sich mit V = v’3; 


L,f = vö;f für Funktionen f, 
IvX = (WE - re) für Vektorfelder X = €&'&;, 
Lvw = (v’d;ar + v’a;) da für 1-Formen w = ar de“ ; 
LvA = (vd;a;r + var =& %vFai;) d«’ & dx* 


für 2-Formen A= ade’ Oda*. 
Insbesondere gilt 


Lvö; = -9v"&,, Lvde! = Kv'dat. 


(b) Wir beschreiben jetzt die Lie-Ableitung Lv mit Hilfe des von V erzeugten 
Flusses ®. Dieser ist nach 3.2 (b) auf einer offenen Menge D(V) C Rx M 
definiert, daher gibt es um jeden Punkt pe M eine Umgebung W,» C M und 
ein e>0 mit ]-z,e|x W, < D(V). Somit sind die lokalen Flussabbildungen 
®:W, > M für |t| < e erklärt und liefern wegen $_, 08 =, =1 
Diffeomorphismen. 


Für einen kontravarianten Tensor A& TPM (s > 1) definieren wir den mit 
&®; zurückgeholten Tensor $;A e TPM durch 


(BA)(Yı,...,Y) := Alddı(Nı),...,d®.(Y.)) 


für Yı,...,Ys € VM. (Zur Definition des Differentials siehe 2.3.) 
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Satz. (1) Für Vektorfelder XEVM gilt 
| 2 

(LvX), = lim = (dB_1(Xac,n)-Xr) für peM. 
2) Für kovariante Tensoren AE TPM mit s>1 gilt 
(2) 2 g 

ein Bis. 

t=0.L 
Letzteres ist im Fall s=2 zu lesen als 
. 1 * 
(Lv A) (Xp, Yp) = lim br ((BEA)(Xp,Yp) - Ap(Xp, Yp)) 


für X,YEVM und peM. 


Für den BEWEIS verweisen wir auf BOOTHBY [53] IV.7, O’NEıt [64] Prop 1.58, 
Prop. 9.21. 


5* Differentialformen 


Der Kalkül der Differentialformen, eingeführt um 1900 von BURALI-FORTI und 
E. CARTAN, verallgemeinert die Operationen der Vektoranalysis (Kreuzpro- 
dukt, Rotation, Divergenz) für beliebige Dimensionen und erlaubt damit eine 
übersichtliche Formulierung des Integralsatzes. Da Differentialformen in diesem 
Band keine wichtige Rolle spielen, beschränken wir uns auf eine knappe Darstel- 
lung und verweisen für die Beweise auf die Literatur, insbesondere auf CHERN 
et al. [60] 82, 83, FORSTER [131] $ 19-21, KRIELE [76] 2.3, 2.5. 


5.1 Äußere Algebra 
(a) Die Permutationen von An ={1,2,...,n}, d.h. die Bijektionen 0: An — An, 
bilden bezüglich der Hintereinanderausführung eine Gruppe $„ mit n! Elemen- 
ten. Unter einer Transposition r € S„ werden nur zwei Elemente von An 
vertauscht (n > 2). Jede Permutation o € Sn lässt sich auf verschiedene Weise 
als Produkt o = rı 0 :--0 r, von Transpositionen darstellen; für jede solche 
Darstellung hat aber das Signum (Vorzeichen) von o 
sign o := (-1)" 
denselben Wert. Im Fall sign o = 1 heißt o gerade, sonst ungerade. Es gilt 
sign (01002) = sign 01 sign 02 für 01,02 € Sn, 


und für jede n x n-Matrix A = (a;r) ist 


det A= )) sign 0 -a1slı) *** Ane(n) ; 
VESn 


siehe FISCHER [129] 4.1, 4.2. 
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(b) Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und r = 0,1,.... Wir nennen eine 
r-Form & € QV = L(V”,R) mit r > 2 alternierend, wenn sie beim 
Vertauschen zweier Argumente das Vorzeichen wechselt, oder äquivalent hierzu, 
wenn 


Ewa), Voln)) = Sign a E(v1,..., dr) 


für alle vı,...,uvr €V und o € 5, gilt. Die Gesamtheit N. V der alternieren- 
den r-Formen ist ein Teilraum von & V ; wir setzen noch 


A\V/=R AY=-LVWR)=V*. 


Für &e A: V,ne As V mit r,s>1 erklären wir das Dachprodukt oder 
äußere Produkt (wedge product) & An € ers V durch 


(EAn)(vi,...,Ur+s) 


1 & 
Sr >», sign a - Eve: --3Voln))  NMValr+1)3::- » Volr+s)) 
er Beier 
= 3 sign oO: Evo), Sr Ve(r)) is Nlder+1), aa Vc(r+s)) Ei 
0eS.4s 


o(1)<---<o(r) 
o(r+1)<---<o(r+s) 


Im Fall r = 0 setzen wir &An:=&:n und für s=0 entsprechend EAn:=n°E&. 
Fürr=s=1 ist also 

(EA n)(wı, v2) = Evi) n(v2) - Elv2)nlvı), 
und fürr =2, s=1 ergibt sich 

(EA n)(wı, 02,03) = &(vı, v2) (v3) — Evi, v3) (v2) + &lv2, v3) (vi). 
Hieraus folgt für &1,&2,&3 € A, V; vı,v2,v3 € V 


(Ei NE&2 A E3)(v1,v2,v3) = det(&i(vr))- 


Rechenregeln für das Dachprodukt. 

Das Dachproduktt \,Vx A, V — NV ist 

(i) bilinear und 

(i) antikommutativ: nA&= (-1N)"ENn. 

(ii) Es gilt das Assoziativgesetz: Für nm € An V (i=1,2,3) ist 


(mAm)An = mA(mAns): 
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Daher dürfen wir bei Dachprodukten aus mehreren Faktoren die Klammern 
weglassen. 


Allgemein gilt für &e A,V, wEeV (ük=1,...,r) 
(Ei A A&r)(vi,-..,vr) = det(&i(vr))- 


Den BEWEIS der Rechenregeln und des folgenden Satzes finden Sie in BOOTHBY 
[53] V,6. 


(c) Sarz. (i) dim A,V = (?): 
Insbesondere gilt \,V ={0} fürr>n. 


(ü) Für 2<r<n und jedes Paar vı,...,Un;vl,...,v® dualer Basen von V 
und V* bilden die r-Formen 


vVan...Avr mitin<..<i. 
eine Basis für N. V. Jedes & € N. V besitzt die Basisdarstellung 


E= 2» Giy---ir Vun..nvir 
i1<<ir 
mit 
Aiy---ir = Elvis, dir): 


(ii) Haben ge N,V,ne \,V miüt r,s>1 die Basisdarstellungen 


RE i1 i 
Ber VENEN 
i1<-<ir 
IA 71: 3 
ne .W. da WE Nas AR; 
Jı<"<js 
so ist 
EANN= DD rein Bin VER... AVUFAUEN...AvR. 
i1<-<ir 
J1<'"<Is 


5.2 Differentialformen 


(a) Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und r = 0,1,.... Eine (alter- 
nierende) Differentialform vom Grad r, kurz r-Form auf M ist ein Ten- 
sorfeld w € TPM mit w |, € N. TpM für jedes p € M. Die Gesamtheit der 


r-Formen bezeichnen wir mit d,M; es ist also doM =FM und 9ıM = V*M. 
Wie bei Tensorfeldern schreiben wir für we %,M, X1,...,XreVMmitr>1 


R% 


w(X1,...,Xr) für die Funktion p-— «|, Kl, . 
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Ist (U, x) ein Koordinatensystem von M so hat eine r-Form w € 9,M (oder 
we v9,U) fürr > 2 nach 5.1(c) und 3.3 (c) die lokale Basisdarstellung 


ee) we Re 
i1<.-<ir 
mit den Koeflizientenfunktionen qi,.-.i, = w(dil,...,Öir)E FÜ. 


(b) Wir führen die äußere Ableitung dw von w € 9,M mit Hilfe eines At- 
lasses ein: Ist (U,x) eine Karte und hat w in U die Darstellung (x), so setzen 
wir 
dw = dia) = % dan... Adatı nA... Ade'r 
i<e<ir 
2» > Orlir- ir de" Nda'ı n...Nder; 


i1<<ir k=1 


(**) 


hierbei haben wir für die Koefflizientenfunktionen f = a;....i, die lokale Basis- 


darstellung df = D)örf da" verwendet, vgl. 3.3 (c). 


k=1 
SATZ. Diese Definition liefert Operatoren 
dr :0,M > 9%,4ıM, wHr dw (r=0,...,n-1), 
die eindeutig durch die folgenden Bedingungen festgelegt sind: 
(1) dr ist linear. 
(2) df =dof ist das Differential von Funktionen fE%voM=FM, 
(3) d(dw)=0 für weV,M,r=0,1,... (Poincare-Relation), 
(4) d(wAo) = (dw)Ao+(-1)"wAdo für wE 0,M,co €d;M (Produktregel). 


Beispiele werden in (c) gegeben. 


Der BEWEIS besteht in zwei Schritten. Zunächst wird gezeigt, dass aus (x*) die 
Eigenschaften (1)-(4) folgen. Dann wird für die Operatoren mit den Eigenschaf- 
ten (1)-(4) Folgendes gezeigt: 

(i) d wirkt lokal, d.h. dw |, ist für pe M, we d.„M schon bestimmt durch die 


Werte von w in einer Umgebung U von p: 


wı =w au U — den, = dun|, , 


(ii) für jedes Koordinatensystem (U,x) von M hat dw notwendigerweise die 
Gestalt (**). 


Zum Nachweis von (i) setzen wir w := wı — wa und wählen gemäß 1.5 (d) ei- 
ne Buckelfunktion f € FM mit supp f CU und f = lin einer kleineren Umge- 
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bung von p. Dann gilt d», =0 und fAw= f-w=0, vgl. 5.1(c). Aus (i) und 
der Produktregel (4) folgt 

0 = dfXAw)=(A)Aw+ fAdw = (ff) Aw+ f-dw, 
insbesondere ergibt sich an der Stelle p 

dw|, = = f(p )-dw|, = do Nw|, = 
somit du | = dwa | : 
p p 

Den Nachweis von (ii) stellen wir als unter Beachtung von 

ddx' = 0 und d(da"! 1... Ada”) = 0. 
Für den vollständigen Beweis verweisen wir auf CHERN et al. [60] 3-2, KRIELE 


[76] 2.5. 


(c) Spezialfälle. Für n = 3, insbesondere für M = R°, ergeben sich folgen- 


de Darstellungen von dw bezüglich eines Koordinatensystems x = (x',x?, 2°): 


3 
(1) Für fEebbM=FM ist dd = fdet. 


i=1L 


3 
(2) Für vedıM =V’M mit w=) dx’ ist 
1 
3 Ei - 
dw = )) da; A da* =.) a de" Ada‘ 


i=1 i=1k=1 
= Ö2a3 _ d3a2) dx? N dx? + (dsaı _ d1as) da? N dx! 
+ (d1a2 — aı)de! Ade?; 

die Koeffizienten von dw stimmen in kartesischen Koordinaten mit denen der 
Rotation des Vektorfelds (aı,a2,a3) in kartesischen Koordinaten überein. 
(3) Für we daM mit 

w =), anda' Ada* =: bi da? Ada? +b2da” Ada! +bzda! Ada? 

i<k 

folgt mit (2) und der Gleichung (3) von (b) 

dw = dbı dx? Ada? + dba de?” Ada! + db de! Adx? 


w 


3 
= Orbı de" Nda?Nda? + Y», Orb2 da" nda?’ Ada! 
1 k=1 


= 
II 


3 
+ D rba da" Nde! de? 
k=1 


= (dıbı + Öabo + Ozbz) de! Adx? N da. 
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Der Koeffizient von dw ist also die Divergenz des Vektorfeldes (bı,b2,b3) in 
kartesischen Koordinaten. 


AUFGABE. Zeigen Sie die invariante Darstellung der äußeren Ableitung dw für 
wedıM: 


(dw)(X,Y) = Kw(Y)) - YWw(X)) - w(IX, Y]) 
für alle X,YeEVM. 


5.3 Das Poincare-Lemma 


Eine Differentialform w € 9,+1M heißt geschlossen, wenn dw = 0 gilt, und 
exakt, wenn es eine Differentialform 0 € d,M mit w = d6 gibt. Die Poin- 
care-Relation ddO = 0 besagen, dass jede exakte Form geschlossen ist. Diesen 
Relationen entsprechen in der Vektoranalysis die Beziehungen rot VU = 0 und 
divrotv =0. Rotationsfreie Vektorfelder und divergenzfreie Vektorfelder besit- 
zen lokale Potentiale (Bd.1, 824:7.2,7.3, vgl. 5.2 (c)). 


Diese Beziehungen werden verallgemeinert durch das 
Poincare-Lemma. Jede geschlossene (r+1)-Form w € 9,+1ıM ist lokal exakt, 


d.h. zu jedem Punkt pe M gibt es eine r-Fom 6 € d,U auf einer Umgebung 
UCM von p mit 


w=d0 auf U. 
Diese lokalen r-Formen lassen sich i.A. nicht zu einer r-Form auf ganz M ver- 


kleben. Möglich ist das, falls M einfach zusammenhängend ist, d.h. wenn sich 
jede geschlossene Kurve in M stetig auf einen Punkt zusammenziehen lässt. 


Der Beweis des Poincar6-Lemmas besteht in der Übertragung des Konstruktion 
von Potentialen für Vektorfelder mit Integrabilitätsbedingung auf sternförmigen 
Gebieten in Bd.1, 824:5.5; siehe KRIELE [76] 2.5.1. 

5.4 Zurückholen von Differentialformen 


Sei 6:M- N eine C”-differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkei- 
ten M,N. Dann ist für jede Differentialform w € d,N die mit & zurückge- 
holte Form (pull back) d*w € d,M im Fallr > 1 definiert durch 


$w)| @n...,0) = w|, (dert)... dep(or)) 
für v1,...,Ur € ,M,pe M, und im Fall r = 0 durch 
Pw=wod. 


Hierbei ist d&p : „M > Typ) N das Differential von $ an der Stelle pe M, 
siehe 2.2. 
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Eigenschaften des pull back. Die Abbildung &* : 9, N — 9,M hat die fol- 
genden Eigenschaften: 

(1) d*(fw+go) = fd*w+gd*o (FM-Linearität), 

(2) d*(wAo) = (d*w)A(d*o) (Verträglichkeit mit dem Dachprodukt), 


(3) d*ldw) = d(d*w) (Verträglichkeit mit der äußeren Ableitung). 
Sind (U, x) = (U,x',...,x”), (V,y) = (V;y',...,y”) Koordinatensysteme von 
M bzw. N, so hat die Ne Form die Basisdarstellung [ö4]: 


a (ai o 2 


de" für wedıN mit w= 2» a;dy'. 
k=1 





1 


Für w € daN mit w = Ya dy' Ady? gilt unter Verwendung der Abkürzung 
i<j 
5. := dy' 0 6)/ Ok 
Bw =), (aijo 6)d(y’o@)Ndly' 06) 


i<j 

=) % (05 06)5 5) de" Ada? 
i<j kt=1 

=» % (ao HS — SL) det Ada“. 
i<j k<t 


Für we 9,N mit w=ady! A---Ady” erhalten wir im Fallm=n 

dw = (aog)|S| de! A--- Ada”; 
hierbei ist |S] = det($7,) die Jacobi-Determinante der Abbildung yodoz! 
FOLGERUNG. Hat eine n-Form w € d%,M auf einer n-dimensionalen Mannig- 


faltigkeit M die lokalen Basisdarstellungen bezüglich zweier überlappender Ko- 
ordinatensysteme (U,x) und (V, y), 


w= ade! Nn...Ade” = bdy' A...Ady” in UNV, 


so gilt das Transformationsgesetz 


AN. er A Ay 
ee x!,...,x”) vn st,...,ar) get Oct) 





Das ergibt sich aus der lokalen Basisdarstellung von ®*’w für w € 9,M für den 
Spezialfall M= N, d= 1m durch Koeffizientenvergleich 


adı! n... Ada” = w= d*(bdy! X... Ady”) 


==, My; 2%) 1 n 
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5.5 Integrale von Differentialformen 


(a) Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und w eine n-Form 
auf M. Wir erklären das Integral von w über eine kompakte Menge K CM 
durch 


ef (aox"!)(u) du! --: du”, 


falls K durch ein positiv orientiertes Koordinatensystem (U, x) von M überdeckt 
wird und w die Basisdarstellung w = ade! X... Adx” in U besitzt. Hierbei 
lassen wir auch stetige Koeffizientenfunktionen a zu und definieren das Integral 
von |w| := Jal de! A... Adx” über K entsprechend. 


Im allgemeinen Fall lässt sich X durch endlich viele positiv orientierte Koordi- 
natensysteme (U1,X1),..., (Um, tm) überdecken. Dann gibt es eine zugehöri- 
ge Zerlegung der Eins, d.h. Funktionen Y1,...,£?m € FM mit O0 <y <1T, 
supp p; C U; für 5j=1],...,m und ),y5 = 1 auf K. Das ergibt sich mit 


j-1 


Hilfe von 1.5 (d) wie in Bd. 2, 810:3.5. Das Integral 
ke). fe: 
K j=1 Knv, 


ist unabhängig von der Wahl der Koordinatensysteme. Das folgt ganz analog 
wie in Bd.2, $11:2.1 unter Beachtung der Koordinateninvarianz 


f  (wozT')(u) du! --- du” = f  Boyt)(v)do' --- dv”, 
z(KnUnNV) y(KnUnV) 


falls w die Basisdarstellungen 
w= ade! N...Adx” = bdy' N... Ady" in UNV 


bezüglich zweier positiv orientierter Karten (U, x), (V,y) mt KNAUNV#Ö 
besitzt. Dies wiederum ergibt sich wie folgt. 


Mit h:=yoz!, J:= det(ö;h?) > 0 gilt nach 5.4 (x) 
(aox"')(u) = (box"')(u) J(u) für uex(UNV)CR” 


woraus mit dem Transformationssatz für Integrale Bd.1, 823:8.1 unter Beach- 
tung von r=htoy und @!=y'!oh folgt 


(aox!)(u) du! --- du” 
x(KNUNV) 


= Sf boaTt)(u)|Iu)| du! --- du” = 
z(KNnUnV) 
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zZ J (boy !oh)(u)|J(u)| du! --- du” 


h=loy(KNUNV) 


f  (Boyr')(v)do! --- dv. 
y(KnUnV) 


SATZ. Für das Integral von w € UnM über eine kompakte Menge KCM gilt 


ffaıwı + aaw2) = aı [wı ta2 [we, 
K K K 


wobei für wı,wa € 9,.M, aı,a2 € R die Linearkombination aıwı taawa punkt- 
weise gebildet wird. 


(b) Nach 1.3 (f) gibt es einen abzählbaren Atlas {(U;,x;) | i € N}, wobei die 
D; kompakt sind. Nach eventueller Umorientierung der Karten x; dürfen wir 
diese als positiv orientiert annehmen. Wir setzen Vk := UıU...UD,. Dann 
bilden die gemäß (a) definierten Integrale fe |w| eine aufsteigende Folge reeller 


Zahlen. Ist diese beschränkt, so heißt w € 9,.M über M integrierbar, und wir 
definieren 


fe» := lim fe: 
M RS. 


SATZ. Integrierbarkeit und Integral sind wohldefiniert, d.h. sind unabhängig vom 
gewählten Atlas. Das Integral ist linear und monoton. 


Zum BEWEIS siehe KRIELE [76] 2.5.4. 


5.6 Der Integralsatz von Stokes 


Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit mit n > 2. Ein Gebiet 
DCM heißt glatt berandet, wenn der Rand OD eine (n — 1)-dimensionale 
Untermannigfaltigkeit von M ist. Wir geben OD eine Orientierung, indem wir 
einen Atlas von M, bestehend aus positiv orientierten, angepassten Karten 
(U, x) mit 


DNU = {ge ul (-1)" 2” (q) > 0} 


auswählen und auf 9D einschränken, vgl. 1.4 (a). 


Satz. Seien DC M ein glatt berandetes Gebiet mit kompaktem Abschluss 
und we€ %n-ıM. Dann gilt 


[dw — [ vw, 
D öD 


wobei i*w die mit der Einbettung i:O8D C M zurückgeholte Form w ist. 


5* Differentialformen 


Für die rechte Seite wird meist f w 


geschrieben. Der Satz bleibt gültig, 
wenn der Rand OD singuläre Punkte 
(Kanten, Ecken) aufweist. Dies ist z.B. 
von Interesse für Flussröhrenstücke 


D = &(]0,T[x S), 


die als Bild einer (n— 1)-dimensionalen 
Scheibe $ unter dem Fluss ® eines 
Vektorfelds entstehen. Hierbei besteht 
OD aus den beiden Deckeln 5 und 
St := ®r(S) sowie aus der Schar der 
Integralkurven, die den Zylindermantel 
aufspannen (Figur). 
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Der allgemeine Stokessche Satz enthält die Integralsätze der Vektoranalysis als 
Spezialfälle. Zum den Beweis siehe ABRAHAM-MARSDEN-RATIU [49] 8 72, 7.2B, 


7.3. 
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89 Lorentz- und Riemann-Mannigfaltigkeiten 


In diesem Paragraphen behandeln wir die wichtigsten Grundbegriffe der Geome- 
trie von Lorentz- und Riemann-Mannigfaltigkeiten: kovariante Ableitung von 
Vektor- und Tensorfeldern, Krümmungstensoren, Parallelismus und Geodäti- 
sche. Vorkenntnisse hierfür sind Mannigfaltigkeiten und Tensoren (Abschnitte 
1-4 von 88). Wer es eilig hat, kann sich zunächst mit den Unterabschnitten 1.1, 
1.5, 2.1, 3.1, 3.2, 4.1 von $8 begnügen. 


Die Differentialgeometrie von Flächen im R? wird im Folgenden nicht voraus- 
gesetzt; diese bietet wegen ihrer Anschaulichkeit eine Vorerfahrung, die den 
Zugang zur Differentialgeometrie auf abstrakten Mannigfaltigkeiten erleichtert. 


1 Minkowski-Räume 


1.1 Das Minkowski-Skalarprodukt 


(a) Eine quadratische Form (also eine symmetrische Bilinearform) g auf einem 
endlichdimensionalen R-Vektorraum V heißt nicht entartet, wenn die lineare 
Abbildung 


V-V*, urg(w,.) 
injektiv ist: 

Aus g(u,v)=0 füralleveV folgt u=0 
bzw. 

zu jsdem u#O0 gibt esein ve V mit g(u,v) #0. 
Wegen dimV* =dimV (88:3.3) ist für eine nichtentartete quadratische Form 
die Abbildung u g(u, :) sogar ein Isomorphismus zwischen V und V*. 
Eine positiv definite quadratische Form ist nicht entartet, denn zu jedem u #0 
gibt esein ve V mit g(u,v) #0, nämlich v= u. 
Zeigen Sie, dass eine quadratische Form genau dann nicht entartet ist, 
wenn für eine (und damit jede) Basis vı,...,ım von V gilt 


det(gij) #0 mit gi := g(wi,v;). 


Der Index einer quadratischen Form g ist die maximale Dimension von Teil- 
räumen W C V, auf denen g negativ definit ist (g(u,u) <0 für ve W\{0}). 


(b) Unter einem Minkowski-Raum verstehen wir einen Vektorraum V der 
Dimension n > 2, zusammen mit einer nichtentarteten quadratischen Form g 
vom Index 1. Diese quadratische Form nennen wir das Minkowski-Skalarpro- 
dukt oder - in Abänderung unserer bisherigen Sprechweise — einfach Skalar- 
produkt und schreiben meistens (u, v) an Stelle von g(u,v). 
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Mit dem Symbol (-, -) übernehmen wir auch die Bezeichnungen 


Norm), 
Einheitsvektor), 
Orthogonalität), 


all := vl ul 
Iull = 1 

ulv — (uv)=0 
u =WweVjulv} 


rn DT 


Orthogonalraum). 


(c) DEFINITION (MINKOWSKI 1908). Ein Vektor u eines Minkowski-Raumes 
heißt 


zeitartig, wenn (u,u) <0, 

lichtartig, wenn (u,u) =0 und u#0, 

raumartig, wenn (u,u) >0 oder u=0. 
Zeit- oder lichtartige Vektoren heißen auch kausale Vektoren. Lichtartige 
Vektoren werden auch Nullvektoren genannt. Ein Teilraum W C V heißt 


raumartig, wenn alle Vektoren u € W raumartig sind, d.h. wenn das Skalar- 
produkt auf W positiv definit ist. 


(d) Sarz Für jeden zeitartigen Einheitsvektor u eines n-dimensionalen Minkow- 
ski-Raumes V (also (u,u) = —1) ist der Orthogonalraum u" ein (n — 1)-di- 
mensionaler raumartiger Teilraum mit 


V=Ru®ut 


(Ru := Span {u}). Jeder Vektor ve V 
besitzt also eine eindeutig bestimmte 
Zerlegung 


v = vOutT 
mit VER, Veut, dabei ist 


v?=-(uv), G=v+(u,v)u. 


Für v,w eV ergibt sich 





(v,w) = - vw’ + (d,W). 
BEweIS. (1) ut ist raumartig. Für v € u", v #0 ist (v,v) > 0 zu zeigen. 
Wegen (u,v) =0 sind u und v linear unabhängig. Weiter gilt 


(su+tv,su+tv) = s’(u,u) + 2st(u,v) +t”(v,v) = - Ss?’ +t”(v,v), 


also scheidet der Fall (v,v) < 0 aus, denn sonst wäre das Skalarprodukt negativ 
definit auf dem zweidimensionalen Teilraum Span{u,v}, im Widerspruch zu 
Index g = 1. Auch die Annahme (v,v) = 0 führt zum Widerspruch: Wegen 
der Nichtentartung gibt es ein vn €V mit (v‚vı) #0. 
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Für va := vı + (v1,u)u gilt dann va € u" und (v,v2) = (v,vı) #0. Damit ist 
v:=v+tv eut für teR und 


(vv) = (v,v) + 2t(v, v2) +1” (va,02) = 2t(v, v2) +t”(va,v2) < 0 


für passende Wahl von t wegen (v,v2) # 0, was wie oben zum Widerspruch 
führt. 


(2) Für veV gilt v = - (uv)u+V mit U := v+ (u,v)u 1 u. Umgekehrt 
folgt aus v=su+w mit seR, wLu 


(uv) = -s, also w=v+(uv)u=V, 
El" = (vv) +2(u, 0)” + (u oJ? ul? = lol" + (uv)?. 


(3) Nach (1) entsteht aus jeder Basis von u" durch Hinzunahme von u eine 
Basis von V, also gilt dimu® =n-1. 














Ist u € V lichtartig, so liegt u im n — 1-dimensionalen Orthogonalraum u". 
In diesem Fall spannen Ru und u" nicht den ganzen Raum V auf. 


(d) FOLGERUNG. Jeder zeitartige Einheitsvektor eo eines n-dimensionalen Min- 
kowski-Raumes V lässt sich zu einer Basis (eo,...,en-ı) von V mit 
= füri=j=0, 
(&i,e;) = Mi = 1 füri=j>0, 
0 für i#j 
ergänzen. Jede solche Basis heißt eine Orthonormalbasis (ONB) von V. 
Denn nach (c) ist (-,-) auf dem Teilraum ed ein positiv definites Skalar- 


produkt, also besitzt eg nach Bd.1, $19:3.2 eine Basis (eı,...,en-ı) mit 
(ea, eu) = dab (a,b = 1,...,n — 1). 


Für u,v € V mit den Basisdarstellungen u=ue,, v=vFe; gilt 
n—1 
(u,0) = nu? = u +) urvt. 
a=1l 


BEMERKUNG. Mit Bezug auf die auftretenden Vorzeichen sprechen wir von der 
Signatur (-+...-+). Manche Autoren betrachten —(-,-) statt (-,-), die 
betreffende Signatur ist dann (+ —...—). Später verwenden wir für die Lorentz- 
Mannigfaltigkeiten die Signatur (+...+-). 


(e) Die natürliche Topologie eines Minkowski-Raums. Jeder n-dimen- 
sionale Minkowski-Raum V ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit: Nach 
Wahl einer ONB (eo,...,en-ı) ist die lineare Abbildung 


‚V-R” 





u=ue > x(u) = (w,...,u”!) 
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eine ganz V überdeckende Karte, vgl. 88:1.2(b). Für die natürliche Topologie 

von V (88:1.3) ist die Konvergenz u, > u für k > oo äquivalent zur Konver- 

genz der Koordinaten. Aus ur — u folgt „im |u — ur|| = 0; die Umkehrung 
Br) 


gilt nicht, wie das Beispiel eines lichtartigen Vektors u und ur = ku zeigt. 


1.2 Zeitkegel 
(a) Mit Z:= {ueV | (wu) <0} be zeitartig 
zeichnen wir die Menge aller zeitartigen 
Vektoren eines Minkowski-Raums V. Für 
uez ist 

Z(u) := {ve Z | (u,v) <0} 


der u enthaltende Zeitkegel. 


lichtartig 






Die Kegeleigenschaft bedeutet, dass für raumartig 


v1,02 € Z(u), tı,t >0Omittı +t2 >0 
auch tıvı +t2v2 in Z(u) liegt. 


Für jeden zeitartigen Vektor veV gilt 
Z = Z(u) U Z(-u), 
Z(u) N Z(-u) = 9. 
Das folgt aus 1.1 (c), denn für ue Z,veV gilt 








(u,v) = 0 v=VÜ (vv) 20. 


LEMMA. Zwei zeitartige Vektoren v,w € V liegen genau dann im gleichen Zeit- 
kegel, wenn (v,w) <0O. 


BEWEIS. 


Sei ve Z(u) und 0.B.d.A. ||ul| = 1. Nach Satz 1.1 (c) gilt 


v=v%u+üd mit v?"’ =-(wvV)>0 und deut, 


öl = vo" + (vv) < wi? 


sowie mit der entsprechenden Zerlegung w = w’u+% für we Z 


RM) ww) = vw + (5), Til < wi, w = - (wu). 


Da d,W raumartig sind, gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 


44 = en 0 0 0 0 
| sel el < vl lo] = vw. 


Hieraus folgt mit (x) 


u; (w + w°|) < (vw) <v- (w°| _ w°) ,„ also 




















we Z(u) w = - (w,u) >0 w = |wP| (ww) <d0. 
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(b) Mit 1.1(c) ergibt sich 
82 = {veV |(u,u)=0}. 


1.3 Isometrien und Lorentz-Transformationen 


Eine lineare Abbildung 7 eines Minkowski-Raums V in sich heißt Isometrie, 
wenn 


(Tu, Tv) = (u,v) für alle usve V 


gilt. Wegen der Nichtentartung des Skalarprodukts ist jede Isometrie injektiv 
und nach der Dimensionsformel auch surjektiv. Die Gesamtheit der Isometrien 
von V bildet also bezüglich der Hintereinanderausführung als Verknüpfung eine 
Gruppe, die Isometriegruppe des Minkowski-Raums. 


Ist T eine Isometrie, (eo,...,en-ı) eine ONB von V und A = (A®) die Koef- 
fizientenmatrix von T bezüglich dieser Basis, so gilt 


na = (ei,65) = (Te;,Te;) = (Alex, Age) = AiNG (en,ee) = MehiN;. 
Die durch die Relation 
mi = NeNiN bzw. E=AEN, 


(mit E := (m;)) definierten Lorentz-Transformationen A = (A?) bilden 
bezüglich der Matrixmultiplikation eine Gruppe, die Lorentz-Gruppe O,-1,1- 
Die Untergruppe der Lorentz-Transformationen A = (A?) mit AU > 0 bezeich- 
nen wir mit O7 4a 


Ein Beispiel einer Lorentz-Transformation in Or: ist die Lorentz-Drehung 
mit dem Winkel VER, 


ge cosh® sinh® 
 \sinh® cosh®) ' 
1.4 Weitere Besonderheiten der Minkowski-Geometrie 


(a) Die zeitartige Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die zeitartige 
Dreiecks-Ungleichung. Für zeitartige Vektoren u,veV gilt 


Go) > Ikull- oil, 
() Jul + lol < |Iu+oll im Fall (u,v) < 0. 


In beiden Fällen tritt Gleichheit genau dann ein, wenn u und v linear abhängig 
sind. 


BEweIis als [GA]. Nehmen Sie in (i) 0.B.d.A. ||u|| = 1 an und verwenden Sie 
den Satz 1.1 (c). (ii) folgt unmittelbar aus (i). 
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(b) Ist ve V lichtartig, so gibt es nach 1.2 (b) eine Folge zeitartiger Vektoren 
ur mit u= lim ux. Für jede solche Folge streben die u, gegen die Orthogo- 


nalräume es es existiert eine Folge (vr) mit u = „im vr und vr € ur. 
Nachweis als mit Hilfe der Zerlegung u = - (ur, u) ur + Yr. 
(c) AUFGABE. Konstruieren Sie für einen vierdimensionalen Minkowski-Raum 
eine Basis uı,...,ua mit 

(ww) =1 für i=1,2, (u,w) =0, 

(ur,up) = 0 für k=3,4, (us,u) = —1, 

(w,ur) =0 für i=1,2 und k=3,4. 


2 Lorentz- und Riemann-Mannigfaltigkeiten 


2.1 Definitionen und Bezeichnungen 


Wir erinnern an die Definition eines (0, 2)-Tensorfeldes g auf einer n-dimensio- 
nalen Mannigfaltigkeit M (88:4.4): Jedem Punkt pe M ist eine Bilinearform 
g, auf dem Tangentialraum 7,M zugeordnet, wobei für jedes Paar von Vektor- 
feldern X,Y € VM die Funktion 


pr 8,(Xp,Yr); Mo>R 


C°-differenzierbar ist. 


Ein Paar (M,g) heißt Lorentz-Mannigfaltigkeit mit Lorentz-Metrik g, 
wenn g, an jeder Stelle pe M ein Minkowski-Skalarprodukt auf 7,M ist. 


Ein Paar (M,g) heißt Riemann-Mannigfaltigkeit mit Riemann-Metrik 
g, wenn g, für jeden Punkt pe M positiv definit ist. 


In beiden Fällen schreiben wir meistens (-,-) statt g und (-,), statt g,. 
Damit ist für Vektorfelder X,Y e VM die Funktion 


(X,Y) : MoR, pr (Xp, Yo), 


C”-differenzierbar auf M. Mit den zu einer Karte (U,x) gehörigen lokalen 
Basisfeldern 9%; = 8/ öx° erhalten wir die Koeffizienten der Metrik g 


95 = (9,95) : pP — gilp) = (lo, lo), = &p (il, djlo)- 


Haben die Vektorfelder X,Y € VM die lokalen Basisdarstellungen X = €'ö,, 
Y=n0,; auf U (wir verwenden die Summationskonvention 88:4.2), so folgt 


RN = (A) = en. 
Eine weitere Schreibweise für (x) ist 


(er) 8 = guda' Bde’, 
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denn nach der Definition des Tensorprodukts 88:4.1 (d) und wegen dx’(9,) = 6i, 
88:3.3 (c) gilt 


gi; dx’ & dr’ (, de) = gi; da’(O%) dr’ (de) = gi; 6k 6) = Ire = gl, 6). 
Eine weniger präzise, häufig verwendete Schreibweise für (x) und (**) ist 
ds? = ij dx’da’. 


Dieser liegt im Riemannschen Fall die Vorstellung zu Grunde, dass das „Linien- 
element“ ds den Abstand zweier „infinitesimal benachbarter“ Punkte mit den 
Koordinaten (x',...,x”) und (x! +d«!,...,x” + dx”) misst. Für Lorentz- 
Mannigfaltigkeiten wird diese Symbolik meistens übernommen. 


Nach Voraussetzung ist die Minkowski-Metrik g, für kein pe M entartet, 
und dies bedeutet nach 1.1, dass für jede Karte (U, x) die zugehörige Koeffizi- 
entenmatrix (gij(p)) für pe U invertierbar ist. Die Inverse 


(9 (D)) := (gulp))" 


ist symmetrisch, und nach der Cramerschen Regel ist g"* € FU. Dasselbe 
gilt für die positiv definite Matrix (gij(p)) der Riemann-Metrik bezüglich 
(U, x). Wie wir in 3.1,3.4 und 3.5 zeigen, ermöglicht die Nichtentartung der 
Metrik die Einführung der kovarianten Ableitung und der Krümmungsgrößen. 
Aus diesem Grund lassen sich die Grundkonzepte für Riemann- und Lorentz- 
Mannigfaltigkeiten gemeinsam entwickeln. 


Bei Koordinatensystemen x = (x',...,x") für Lorentz-Mannigfaltigkeiten 
wählen wir in diesem Paragraphen x” als zeitartige Koordinate, d.h. es gilt 
S(On,On) < 0. Für die 4-dimensionalen Raumzeiten in $10 und $11 wird die 
zeitartige Koordinate wie in 1.1 mit x° bezeichnet. 


2.2 Zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeiten 


(a) Unser Ziel ist, auf stetige Weise in jedem Tangentialraum einer Lorentz- 
Mannigfaltigkeit M einen Zeitkegel auszuzeichnen. Nach 1.2 (a) enthält jeder 
Tangentialraum 7,M genau zwei Zeitkegel; zwei zeitartige Vektoren u,v € 7,M 
liegen genau dann im gleichen Zeitkegel, wenn (u,v) < 0. Wir nennen eine 
zusammenhängende Lorentz-Mannigfaltigkeit M zeitorientierbar, wenn es 
auf M ein zeitartiges Vektorfeld Z gibt, d.h. ein Vektorfeld mit (Z,,Z,) < 0 
für pe M. Wählen wir für eine zeitorientierbare Lorentz-Mannigfaltigkeit ein 
solches Vektorfeld Z aus, so ist für jedes p€ M der Z, enthaltende Zeitkegel 


I; = 2,(2) = {ne T,M | (u,u) <0, (u,2,) < 0} 
nach Lemma 1.2 ausgezeichnet und damit auch dessen Abschluß in 7,M, 


Be = 2,(Z) = [EeTM | (u,u) <0, (uw, 2) <0}. 
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Wir nennen die Kegelschar {Jf |p € M} eine Zeitorientierung von M und 
M eine zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit . Die Vektoren uZ0in 
J n werden zukunftsgerichtet genannt. 


(b) Lemma. Für velIf,veJF\{0} gilt (uv)<0. 


Denn für v € nn -=1t mit v #0 gibt es Vektoren v; € I5 mit v= lim vr. 


ko 


Nach Lemma 1.2 gilt (u,vx) < O0 und (vr,vr) < 0, und nach 1.1(b) folgt 
(u,v) = „lim (u,ur) <0, (v,v) = „im (vr, vr) < 0. Wäre (u,v) = 0, so wäre v 
—00 >00 


nach Satz 1.1(c) raumartig, also (v,v) > 0. Das widerspricht aber (v,v) < 0. 


2.3 Beispiele von Riemann- und Lorentz-Mannigfaltigkeiten 


(a) Jede Fläche M C R?, versehen mit dem auf die Tangentialräume TAM 
eingeschränkten Skalarprodukt des R°, ist eine zweidimensionale Riemann- 
Mannigfaltigkeit. 


(b) Jeder n-dimensionale Minkowski-Raum V kann als n-dimensionale Lo- 
rentz-Mannigfaltigkeit aufgefasst werden: Nach Wahl einer Basis (uı,..., un) 
erhalten wir eine ganz V überdeckende Karte x = (x!,...,x”) durch die Ko- 
ordinaten x" bezüglich dieser Basis. Nach 88: 2.1 (d) liefert 


%»:V>TV, vr W:=äl0) mit alt) =p+tv 


einen natürlichen Isomorphismus zwischen V und 7,V fürpeV. 


Das Minkowski-Skalarprodukt (-,-) induziert durch 


(Up, vp), 1 (u, v) 
ein Minkowski-Skalarprodukt (-, Es auf 7,V; hiermit sind je zwei Tangen- 
tialräume durch eine Isometrie miteinander verbunden. 
Nach 88:2.2 sind die Basisfelder 8; gegeben durch d;|» = Ap(w). Für die 


Koeffizienten der Lorentz-Metrik ergibt sich somit 


gi(p) = (dilo» Oslo), = (w,u5). 


Eine Zeitorientierung von V erhalten 
wir durch Auszeichnung eines zeitarti- x x x 
gen Vektors z € V, Fortsetzung zu dem 


zeitartigen Vektorfeld p > Z, := Ap(2) > € x x 
und Auszeichnung der Zeitkegel Z,(Zp). 
Der vierdimensionale Minkowski-Raum 

als Lorentz-Mannigfaltigkeit bildet das x x x 
Raumzeit-Modell der Speziellen Relati- 
vitätstheorie. 
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(c) Zahlreiche Modelle von Riemann- und Lorentz-Mannigfaltigkeiten sind wie 
die Folgenden auf einem Gebiet M des R! gegeben, wobei die Metrik durch ihre 
Koeffizienten gi; bezüglich der Karte e = 1m : M — R" festgelegt ist. Das 
Transformationsgesetz $8:2.1(c) für die lokalen Basisfelder erlaubt die Berech- 
nung der metrischen Koeffizienten bezüglich jedes anderen Koordinatensystems. 


(d) So ist die obere Halbebene H?= {(z,y) |y> 0} versehen mit der Metrik 


dx” + dy? Öij 
ds? = == ‚ also mit giylz,y) = Fri 
bezüglich des Koordinatensystems (x,y) > (z,y) eine Riemannsche Mannigfal- 
tigkeit, genannt die Poincar&e-Halbebene. Diese liefert ein Modell der nichteu- 
klidischen Geometrie, in welcher das Parallelenpostulat verletzt ist, siehe LAUG- 
wırz [47] IV.12.6. 


(e) Versehen wir die x,y-Ebene R? Yı 
mit einer Lorentz-Metrik, welche die ı ı 


nebenstehend skizzierten Zeitkegel be- L N ' 
sitzt, und wickeln wir diese durch Iden- X x X 
tifikation der Geraden {x = z} und 


{x = -r} zu einem Zylinder auf, | | x 
a 





so entsteht eine nicht zeitorientierbare _r 
Lorentz-Mannigfaltigkeit. 








Die Lorentz-Metrik lässt sich durch ı 
ds? = cosz(x de — ydy)” +2sin x dx dy x 7 X \ X 
realisieren : 


(f) Die Halbebene M = {(r,t) |r > 2m} (m > 0 eine Konstante), versehen 
mit der Metrik 


—1 
ds? = (1-=) dr? - (1-=®) di?, 
r r 


also mit den Koefhzienten 











L 
2m\-1 a 1 
ar IX X 
2m 
g22 = — (1 = =) ; i n 
2 > 
ge = ga = 0 2m, X X > 
ist bezüglich der Karte (r,t) + (r,t) 1 
eine zweidimensionale Lorentz-Man- ; Ä x >« 
nigfaltigkeit, genannt Schwarzschild- . 


Halbebene. 
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2.4 Metrische Äquivalenz von Tensoren 


(a) Sei M eine Lorentz- oder Riemann-Mannigfaltigkeit und pe M. Für jeden 
Vektor u € 7„M definieren wir den Kovektor u, € 7, M durch 


uw: vo (ud). 

Da die Metrik in beiden Fällen nicht entartet ist (vgl. 1.1), liefert 
uw: TM—T,M 

einen Isomorphismus. Dessen Umkehrung bezeichnen wir mit 
or>0f :nM—TM. 

Für ve T7T,M ist also u = of eT,M der Vektor mit o=w,,d.h. 

(&)  o(v) = w(v) = (u,v) = (o*,v) für veTM. 


Durch punktweise Anwendung der „musikalischen“ Operationen b und $ erhal- 
ten wir, wie anschließend gezeigt wird, eine Zuordnung von Vektorfeldern zu 
1-Formen und umgekehrt: 


X5X,: VM>V'M bzw wruwf: V’’M->VM. 


Wir sprechen von metrischer Äquivalenz von Vektorfeldern und 1-Formen. 


Die Differenzierbarkeit von X, bzw. wf ergibt sich aus den Koordinatendarstel- 
lungen 


xX= € ode mei, 








() i 


w= ade — w =ad, mit a := gar. 


Die Operation b bewirkt also in der Koordinatendarstellung das Senken von 
Indizes mit Hilfe der gi;, und f bewirkt das Heben von Indizes mit Hilfe der 
get. 
Zum Nachweis von (**) betrachten wir eine 1-Form w € V*M. Nach 88:3.3 (c) 
gilt 

w=ar,de" mit ar = w(HR)EFM. 
Das Vektorfeld wi hat nach 88: 2.1 (b) eine lokale Basisdarstellung w* = a" Ou 
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a". Aus (*) folgt 

ar = w(%R) = (w, 8%) — (a"ön,&) = Ghk AR 
also 

ke ke h L 
I R=I Igura =qa. 


Da die g"“ nach 2.1 differenzierbar sind, gilt dies auch für die a. Entsprechend 
folgt aus den Darstellungen X = €’; mit € € FM und X, = &.dx*® mit 
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o=X;,, 0*=X die Gleichung & = gir €, aus der sich die Differenzierbarkeit 
von X, ergibt. 

(b) Der Gradient einer differenzierbaren Funktion f € FM ist definiert als 
das Vektorfeld Vf € VM , welches mit dem Differential df € V"M (88:3.3 (c)) 
durch die Operation # verbunden ist: Vf = (df);, also nach (x) 


(Vf,X) = df(X) für alle XeVM. 


Aus df = Ö,f da‘ ergibt sich mit (**) die Koordinatendarstellung des Gradien- 
ten: 
„of do .. 
2.43 Ser 
(c) Nach 88: 4.4 lässt sich ein Tensor A € T{M auffassen als FM-Multilinear- 
form 


A: (V*M)" x (VM)’— FM, 





p +7 Ay(w'|o, | Kuleı--, Xslo)- 


Aus einem symmetrischen Tensor A € T9M erhalten wir metrisch äquiva- 
lente Tensoren A* e TIM, A! e T$M durch die Vorschriften 

A’(o,Y) := A(o!,Y) = A(Y,o*) für ceV*M, YeVM, 

A (w,o) := Alw*,o*) für w,oeV*M. 


Nach 88:4.4 (c) gibt es Koordinatendarstellungen 
A= ajdı' @ de’, Ar = Bde, A = aD. 


Wie sich unmittelbar aus (**) ergibt, sind diese verbunden durch 
ga, gg. 

Die Operation A C(A) , die jedem symmetrischen (0, 2)-Tensor A den Tensor 
cl (A) zuordnet, heißt metrische Kontraktion; hierbei bedeutet C} die 
Kontraktion (Spurbildung) von (1, 1)-Tensoren, vgl. 88:4.3. 


Hiernach gilt 
C(A) = a = g”a;; für A= ajda' Bde’. 


(d) Allgemein ergibt sich aus einem Tensor A € T53M ein metrisch äquiva- 
lenter Tensor, indem in A(w!,...,0",X1,...,Xs) ein Argument X; durch of 
bzw. ein Argument w* durch X, ersetzt wird. In der Koordinatendarstellung 
bedeutet dies Heben eines Index mit Hilfe der g*® bzw. Senken eines Index mit 
Hilfe der 9;j- 
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(e) Für Kurven ©:7—M und Funktionen f:M—R gilt die Kettenregel 
(Foa)‘t) = (Wlaw, ad) für tel. 
Denn nach 88:3.3 (c) gilt für tE I und p=aft) 


(fea)'tt) = ält)f = dfl»(att)) = (Vflan, &(t))- 


3 Kovariante Ableitung und Krümmung 


3.1 Kovariante Ableitung von Vektorfeldern 


(a) Sei M eine Lorentz- oder Riemann-Mannigfaltigkeit. Unser Ziel ist es, die 
Ableitung D,Y eines Vektorfelds Y € VM in Richtung eines Vektors v € T,M 
einzuführen. Im Fall M = R” ist das möglich durch die Definition 


a A 
url (kYo+tw)-Y(p)): 
Hierbei bedeutet ||:Y(p-+tv) den aus 


Y(p+tv) durch Parallelverschiebung in 
den Punkt p entstehenden Vektor. 


Eine äquivalente Definition ist 


DiY = lim = (IıY(alt)) -YD)) 





wobei t> at) eine Kurve mit «(0) = 
p, (0) = v und ||:Y(a(t)) parallel zu 
Y(a(t)) ist (Figur). 

Die Übertragung dieser Definition auf eine Mannigfaltigkeit M erfordert einen 
Parallelitätsbegriff zwischen den Tangentialräumen Ta«)M und TyM. 


Ein solcher Parallelitätsbegriff lässt sich für Lorentz- und Riemann-Mannig- 
faltigkeiten als isometrische Abbildung | : TacdyM — T,M einführen und 
ermöglicht die Festlegung der Richtungsableitung durch die letzte Gleichung. 
Dieses Vorgehen erweist sich jedoch als schwerfällig in der Handhabung. Leich- 
ter ist die Durchführung des Programms in der umgekehrten Reihenfolge: 


— Kennzeichnung eines Ableitungsoperators DxY durch Rechenregeln, 
— Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit dieses Operators, 


— Konstruktion des Parallelismus zwischen Tangentialräumen. 


(b) Unter einem Ableitungsoperator für Vektorfelder auf M verstehen wir 
eine Abbildung 


X,Y + DxY, VMxVM-VM 


mit folgenden Rechenregeln: 
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(1) X DxY ist FM-Jlinear für jedes YEYVM, 
(2) Y+ DxY ist linear für jedes X EVM, 
(3) Dx(fY)=(Dxf)Y + f(DxY) für XEVM, f€ FM (Produktregel). 


Hierbei haben wir aus Gründen der einheitlichen Notation Dx f für die Rich- 
tungsableitung X f geschrieben, vgl. $8:3.1(b). Für den Begriff FM-Jinear 
verweisen wir auf 88:4.4 (b). Wegen der Produktregel (3) genügt es, statt der 
Linearität (2) die Additivität Dx(Y +Z) = DxY + DxZ zu fordern. 


Satz. Es gibt genau einen Ableitungsoperator für Vektorfelder auf M mit den 
zusätzlichen Eigenschaften 


(4) Dz(X,Y) = (DzX,Y)+(X,DzY) für X,Y,ZeVM 


(Skalarproduktregel), 
(5) DxY-DyX = [X,Y] für X,YeEVM (Symmetrie); 
hierbei ist |-, -] die Lie-Klammer, vgl. 88:3.2. 


Der hierdurch ausgezeichnete Ableitungsoperator D wird die kovariante Ab- 
leitung von M genannt. Die ebenfalls gebräuchliche Bezeichnung Levi-Civita— 
Zusammenhang bezieht sich auf die hiermit ermöglichte Verbindung von 
Tangentialräumen durch Paralleltransport, der in 4.1(b) behandelt wird. 


BEWEIS. 
(i) Eindeutigkeit. Hat D die Eigenschaften (4),(5), so ergibt sich 
ER MDERZYHIND a EN IR EN LED 
I AED IDrZ Zn 
+ (DyX,Z) + (X,DyZ) 
= (DxZ-DzX,Y)+(DyZ- DzY,X)+(DxY+DyX,Z) 


2 (1, z),v) + ((v,2,X) + (WM, x],Z) + 2(DxY,z), 


also mit der Schiefsymmetrie der Lie-Klammer (88:3.2 (a)) 


AXDxY,Z) = - XY)+XZY)+Y(X,Z) 
HERDER EDEN 


Diese für alle Ze VM bestehende Koszul-Formel legt das Vektorfeld DxY 
eindeutig fest, da das Skalarprodukt nicht entartet ist. 
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(i) Existenz der kovarianten Ableitung. Wir fixieren X,Y € VM und bezeich- 
nen für ZE VM die rechte Seite der Koszul-Formel mit w(Z). Die Abbildung 
VM > FM, Z + w(Z) ist FM-Jinear: Für den Nachweis von w(fZ) = 
fw(Z) für f € FM beachten wir, dass bei der Ersetzung von Z durch fZ 
in der rechten Seite der Koszul-Formel Ableitungen X f, Y f produziert werden, 
diese sich aber wegheben. Für den zweiten und vierten Term ergibt sich nämlich 
nach der Produktregel 


XIZY) = KZY) = ANZNHIKZYN)): 
WZA,Y) = VZR)-X(FZ),Y) 
FZR)-(KNZ- FX(Z),Y) 

= -(KMZY) + ZA, Y); 


entsprechend heben sich in der Summe des dritten und fünften Terms die Ab- 
leitungen Y f weg. 

Damit ist w: VM — FM nach 88:4.4 (b) eine 1-Form. Das zugehörige me- 
trisch äquivalente Vektorfeld w* bezeichnen wir mit 2DxY € VM; es gilt also 
für alle ZEVM 


2(DxY,Z) = (w, Z) = w(Z) = rechte Seite der Koszul-Formel. 


Der hierdurch definierte Operator Y > DxY besitzt die Eigenschaften (1)-(5). 
Dies ergibt sich durch Rechnungen nach dem eben vorgeführten Muster [64]. 














(c) Wir wiederholen die Argumente des Beweises in der Sprache der Koordi- 
naten. Sei D eine kovariante Ableitung, und seien Öı,...,ödn die lokalen Ba- 
sisfelder eines Koordinatensystems von M. Für D; := Da, besteht die lokale 
Basisdarstellung 


Did; = Ti;0% 
mit Koeffizientenfunktionen TH auf der Koordinatenumgebung. 
Für Vektorfelder X = £'9,, Y = md; ergibt sich die Darstellung 


(1-3) DxY = E (dm +Tim) &, 
denn mit den Rechenregeln (1),(2),(3) folgt 
DxY = DasY = EDY = EDi(}d;) = (Did; +7 Di,) 
= (ad; + WT,r) = E (mt HT) or. 
Die Skalarproduktregel (4) liefert mit Te; := gerT E 


(4) gi; = Taiy + Try, 


288 89 Lorentz- und Riemann-Mannigfaltigkeiten 


denn es gilt 
gi; = (0i,0;) = (Dröi,d;) + (di, Drö;) 
(T4.8,8;) + (8, 14,0.) 





= T},965 T4;9ie = Tri + la; = Tri + Ursi - 
Die Bedingung (5) führt auf die Symmetriebedingungen 
$) T,=Th und Ts = Ta, 
denn es gilt [8;,8;] =0 nach der Folgerung in 88:3.2 (a), also folgt aus (5) 
0 = Did; - D5; - [8,85] = Tr - TE, = (DT). 








Aus (4’) und (5’) ergibt sich nun 








Oegij + Oige; + O;gie Tai; — Teji + Tie; + Tije + Tjie + Ti 
= 2lie, 


also 





(6) DE = Ti; = 39" (-Oegis + dige; + 959) , 
was zusammen mit (1’-3’) die eindeutige Bestimmtheit der kovarianten Ablei- 
tung durch die Metrik bedeutet. 


Zum Nachweis der Existenz der kovarianten Ableitung definieren wir für X,Y € 
YVM und jedes Koordinatensystem (U,x) von M 


(DxY)(w,.) durch (1’-3’) und (6°). 


Hierdurch ist in eindeutiger Weise ein Vektorfeld auf M definiert, d.h. für über- 
lappende Koordinatensysteme (U,x), (V,y) gilt (DxY)wa) = (DxY)wv) 
auf UNV. Dies beruht auf dem folgenden Transformationsgesetz zwischen den 
Koeffizienten gij, 117 bezüglich x und 9»; Ti; bezüglich y: 


ce Iy“ Oy? y° xt 
() = ( dt da $ Oxi0x25 ) Oy° Zu j 
dieses beruht wiederum auf der Transformationsformel 
lee öy® öy? 
(**) gi = Tab Zar Dad auf UNV, 
vgl. 88:4.4 (c). Die Verifikation dieser Formeln und der Nachweis der Rechen- 


regeln (1)-(5) ist eine Fleißarbeit und sei den Lesern überlassen; für Details 
verweisen wir auf BOOTHBY [53] VIL.3. 
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Die Koefhizienten 117 und Tie; der kovarianten Ableitung heißen Christoffel- 
Symbole. Die heute verbreitete invariante Schreibweise der kovarianten Ab- 
leitung geht auf KoszuL (um 1950) zurück; durch diese gewinnt der Kalkül 
der Differentialgeometrie gegenüber der Koordinatenschreibweise beträchtlich 
an begrifflicher Klarheit. 


3.2 Kovariante Ableitung von Tensoren 


(a) Wir setzen die für Funktionen und Vektorfelder definierte kovariante Ab- 
leitung jetzt auf Tensorfelder fort, wobei wir die Schreibweise Dx für alle Ten- 
sortypen beibehalten. Hierbei verfahren wir völlig analog zur Einführung der 
Lie-Ableitung in 88:4.5*, wobei nur das Symbol Ly durch Dx zu ersetzen ist. 
Für 1-Formen w € V*M schreiben wir für den Moment w-Y statt w(Y) und 
verlangen die Gültigkeit der Produktregel, 


Dx(w-Y) = Dxw-Y-+w:DxY. 


Kehren wir zur üblichen Schreibweise zurück und beachten wir, dass defini- 
tionsgemäß Dxf=Xf für fEFM gilt, so führt dies auf die Definition von 
DxweV*M durch 


()  (Dxw)(Y) := Xw(Y)-w(DxY) für weV’'M, YEVM. 


Für Tensoren AE T5M liefert die Produktregel, angewandt auf die Ir+s 
Faktoren 


Aw - Mr, 
nach Rückkehr zur üblichen Schreibweise 


X W,...,W ,Y1,...,„Is) = Wr...,W ,Y1,...,1s 
DxA)(w! "y, Y. X(Alw! Ey Y. 
(ii) = YAle..., DEW 0 Yıyesry Yo) 
i=1 
= VAN. Ve DV) 


für wt,...,w" EV*M, Yı,...,Ys €VM. 


Satz. Für XEVM und Ae T,M ist DxAe TSM. Ferner gelten folgende 
Rechenregeln: 

() X DxA ist FM-linear, 

(2) Ar DxA ist linear, 

(3)  Dx(fA) = (Dxf)A + fDxA (Produktregel). 


Verifizieren Sie die Aussage Dx A € T;M und die Rechengregeln exempla- 
risch für zwei Tensortypen, z.B. für 1-Formen w € TPM und (1,2)-Tensoren. 
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(b) Das kovariante Differential eines Tensors A € T3M ist der Tensor 


(DAJ@, 2,0 9 ER) > (DE Aare, Mr) 


für w!,...,w” €E V*M, Yı,...,Y, X eVM. 
Für ein Vektorfeld Y, aufgefasst als (1,0)-Tensorfeld w > w(Y), ergibt sich 
demnach DY (w,X) =w(DxY). 


(c) Koordinatendarstellung der kovarianten Ableitung. Es sei (U, x) ein 
Koordinatensystem von M mit den lokalen Basisfeldern Ö1,...,0n € VM und 
dx!,...,de” €V*M. 


Ist A ein (r, s)-Tensor und X ein Vektorfeld mit der Basisdarstellung X = Er, 
so gilt wegen der FM-Linearität der kovarianten Ableitung im ersten Argument 


DxA= Dyn.,A = €" Do„A = E"DnA, 


wobei wir D„ für Da, schreiben. Es reicht also, die Koordinatendarstellung 
von D„A zu bestimmen. Hat A die Koeffizienten 


ie iı i 
a7 = Alde"',...,de'"” ,dj,.--:,0;,), 


31---Is 
so bezeichnen wir die Koeffizienten von D„A mit 


Yaltir = (Dr A)(da*,...,da' ‚d;,...,65,)- 


31---Is 
Andere Schreibweisen hierfür sind 


1-.ir 
1--Is;h " 


il. Är 


(Solo 
31---Sell 


i 
„ und a; 


Wir erläutern die Berechnung dieser Ableitungen an einigen Spezialfällen und 
kommen dann nochmals auf die Bezeichnungsweise zurück. Ausgangspunkt sind 
die Relationen 


ei) 107 = 2 gr Örgij + ige; + O;gie) , 
iii 
Did; = TE; und Dijda® = -Th,da’. 





Die ersten beiden gelten nach 3.1 (c). Die dritte ergibt sich unter Beachtung von 
d«"(8;) = 6? aus der Definition (i): 
@ 
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BEISPIELE. 
(1) Für Funktionen fEFM=TIM silt 
vVf=hf: 


(2) Für Vektorfelder Y&E VM = T}M mit Koeffizienten n® gilt nach 3.1 (ec) 
Yun" = an" + Tim. 
(3) Für 1-Formen we V*M = T'M mit Koeffizienten a; = w(;) gilt 
Vraj = naj — Thjar, 
denn nach den Rechenregeln (2),(3) gilt 
Dyrw = Dy(aj;da?) = Dyaj; dx? + a;Dnda’ 
= Önaj dad — a7, da’ = (na; _ T},ar) da’. 
(4) Für einen (0,2)-Tensor A € T% mit den Koeffizienten a;; gilt 


k k 
VRQij = Öndij Tr; Akj Tr; dik - 





Denn mit ai; = A(Ö;,0;) ergibt sich nach (ii) und (iii) 
Vrai; = (DnA)(8i,0;) = 9 (A(0:,9;)) — A(Dr0:,9;) — Aldi, Dnö;) 
= hai; — ATR,0;) — Aldi, T,,;0r) 
= naij - Tr; Al, 95) — Tr; Aldi, Ir) 





= Ondij TE;QaR5 T;;Qir £ 
(5) Für einen (1,1)-Tensor A mit den Koeffizienten a® gilt 


Bee k BT a 
Va; = na + Ina; - Ta; - 





Denn mit a? = A(da*,8;) ergibt sich nach (ii) und (iii) 
Vna® = (DyA)(da*, 6;) 
= Ön(A(dx*,8:)) — A(Dndx*,d;) — A(dx", Drö;) 
= nal — A(-T},dxe’,d;) — Aldx*,T},ö;) 
—= nal + TE, Alda?,;) — Ti, Alde*, 65) 








= nat Th; a} DB). ah. 
6) Für einen (2,0)-Tensor A mit Koeffizienten a** gilt 
g 


kl kl k 38 VAR »& 
Va = Ona + Tr;a’ + U’nja 2 > 
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Denn mit a' = A(dx*,dx*) ergibt sich nach (ii) und (ii) 


Vna* = (Dr A)(da*,d«*) 


dn(Aldx*,dx*)) — A(Drdx*,dax“) — Aldx*, Dadx*) 


On A(-T};de’, dx?) — Alda*, -T},,de’) 


na‘ + T;;A(de’, de?) + T4,;Alda*, da’) 








= na Eee Ti;a® 
(7) Für einen (1, 3)-Tensor A mit Koeffizienten afsk ergibt sich 


m 8 m 8 
Vral;k = = Onasjk + Tanalıı 2 Tea TUnjaimk — TUnraijm . 


(d) Die Bezeichnung Va‘ v_ ist mit Bedacht in einer ambivalenten Bedeu- 


tung gewählt. wie die Beispiele (2)-(7) zeigen, hängt dieser Ausdruck von allen 
Koeffizienten a‘: des Tensors A ab, V, ist also nr ‚Unterschied zur partiel- 
len Ableitung dh kein allein auf den Koeffizienten a; wirkender Operator. 
Trotzdem kann die suggestive Symbolik Vr als Operator für den Koordinaten- 
kalkül der kovarianten Ableitung genützt werden, weil für V„ stets die Pro- 
duktregel gültig ist. 


Beispielsweise gilt für die Koeffizienten a’* von AE T?M und die Koeffizienten 
bie von BE T3M die Produktregel 


(*) rla be) = Madre + a Vnbre. 


(Vr soll stets nur auf den nächstfolgenden Term wirken.) 


Denn für die linke Seite ergibt sich aus (5) 
V(a'" bee) = Onla” bre) + Thza’"bre - Ti,a”" br; , 
und für die rechte Seite gilt nach (6) und (4) 
Vra® dp +a® Vnbre = (Ha +Ti,a® + Ty,a“) bee 
+ ar (Onbre _ P4 bje _ 7%, br5) 5 


Da sich im letzten Ausdruck der dritte und fünfte Term wegheben, folgt die 
Übereinstimmung beider Seiten. 


Eine häufig verwendete Abkürzung ist 
vi ge. 


Dieser Operator wird im gleichen Sinn wie V, als Ableitungsoperator verwendet. 
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Hiermit hat der in 2.3 (b) eingeführte Gradient die Koordinatendarstellung 
vf= "af; = V’fd,, 

und mit dem nachfolgenden Lemma sowie der Produktregel (x) folgt 
V'Vv = g"V;VG = Vilg”V;) = GV°. 

(e) Ricci-Lemma. Mit den Bezeichnungen von (c) gilt 
\ngj = 0, vg” =, Vo =(, vrg = 0: 


BEWEIS. 
Mit der Formel (4) in (c) und der Produktregel (4’) in 3.1 ergibt sich 





Vrgi; = Mg; Dhi9k; T5;9i 


= Thij + Tnji - Ty:985 — Thjgik 








= Try + Tri Tag +lny = 0. 


Weiter gilt nach der Formel (5) in (c) 





Vnö; = 6; + Thrör - Di; = Tg - Ti = 0: 
Mit der Produktregel (*) in (d) folgt aus 6; = g’"gr; 


0 = nö; = Vng""ge; + g”"Vngn; = Ir; VRg"" +9" Vngr5- 








Da die Matrix (g;,) invertierbar ist (vgl. 2.1), folgt die Behauptung. 





3.3 Divergenz, d’Alembert- und Laplace-Beltrami-Operator 


(a) Die Divergenz eines Vektorfelds Y& VM = TIM ist definiert als die 
Spur des kovarianten Differentials DY € T1M (vgl. 3.2 (b)), also mit den Be- 
zeichnungen von 88:4.3 





divY := Ci(DY). 
In Koordinaten ergibt sich mit 3.2 (b) und der Formel (2) in 3.2 (c) 
divY = Vin’ = un‘ +14, für Y= nd. 


Eine weitere Darstellung der Divergenz lautet 


ie ö:(Vlgln‘) mit g:= det(g5). 


Vlsl 
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Denn aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz folgt mit Hilfe der Matrix der 
Adjunkten die Gleichung Og/dgjk = gg’" ([EA], vgl. Bd.1, 817:2.5, 3.4). 
Daher liefern die Kettenregel und die Skalarproduktregel 3.1 (4°) 


ög er 89 Ogjr 
x gr 9x 














= gg" (Tijk + Din;) = gTir + 9T}, = 29T}, 


Hieraus folgt für Lorentz-Mannigfaltigkeiten (g < 0) und Riemann-Mannigfal- 
tigkeiten (g > 0) 


3 (V/loln‘) = Vlal (Ti; +00‘) = Vlol divY. 


(b) Unter der Divergenz eines (1,1)-Tensors A € T1M verstehen wir in 
Verallgemeinerung von (a) die Spur des kovarianten Differentials DA e T3M, 


divA := C}(DA) e TIM = V*M, 


vgl. 3.2 (b), 88:4.3. Die Divergenz einer symmetrischen 2-Form Be T3M, ist 
definiert als die Divergenz des metrisch äquivalenten (1,1)-Tensors B? (vgl. 
2.3 (c)), also durch 


divB := C4(DB*). 


Für A= a?&%.®da’ und B = bi;dx' & dx? ergibt sich nach 3.2 (c),(d) und 
dem Ricci-Lemma 


divA = Wald, 
divB = Ybi de‘ = %(g”bi,)da’ = g”? Ybijde” = Vibi;da‘. 


(c) Wir definieren den d’Alembert-Operator [] auf einer Lorentz-Mannig- 
faltigkeit M durch 


Of = Osf := divVf für fEFM 


und den Laplace-Beltrami-Operator A auf einer Riemann-Mannigfaltig- 
keit M entsprechend durch 


Af = Agf := divVf für fEFM. 


Beide Operatoren besitzen nach (a), 2.3 (b) und 3.2 (d) die Koordinatendarstel- 


lungen 


i i j 1 i 
Wvif = vis = ART) = a (Vlola" rl). 


Vlsl 
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3.4 Der Krümmungstensor 


(a) RIEMANN untersuchte die Frage, unter welchen Bedingungen es um jeden 
Punkt p einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M ein Koordinatensystem (V, y) 
gibt mit 

I = ij auf V. 


(Ein solches Koordinatensystem nennen wir euklidisch.) Er stellte Integra- 
bilitätsbedingungen auf, die für die Existenz euklidischer Koordinatensysteme 
notwendig und hinreichend sind (Preisschrift für die Pariser Akademie 1861). 
Diese haben in jedem Koordinatensystem (U, x) von M die Form 





Verschwindet dieser Ausdruck an einer Stelle p€ M nicht, so liegen in M nahe 
p keine euklidischen Maßverhältnisse vor; die Riemannsche Mannigfaltigkeit ist 
an der Stelle p gekrümmt. Wir zeigen, dass die Röir die Koeffizienten eines 
(1,3)-Tensors sind, genannt der Riemannsche Krümmunsgstensor. 


Auf Flächen im R? ist der Krümmungstensor nach dem Theorema egregium 
(87:4.2(b)) mit der Gaußschen Krümmung K eng verbunden, 


Rijr = K(öigjr — Ögir). 
Deren Einführung mit Hilfe von Normalschnitten (87:3.1,3.2) vermittelt eine 
anschauliche Vorstellung der Flächenkrümmung. 
Eine Beweisskizze für den Riemannschen Satz geben wir im Abschnitt 3.7. 


(b) Für eine Lorentz- oder Riemann-Mannigfaltigkeit M definieren wir die 
Abbildung 


Rm: VMxVMxVM => VM 
durch 

Rm(X,Y, Z) := DxDyZ - DyDxZ - DxvıZ für X,Y,ZEVM. 
Satz. Die Abbildung Rm ist FM-linear in jedem der drei Argumente, und 
durch 

Rm(w, X,Y,Z) :=w(Rm(X,Y,Z)) für we V'M, X,Y,ZeVM 
ist ein (1,3)-Tensor gegeben. 


Meistens wird Rm(X,Y)Z anstelle von Rm(X,Y,Z) zur Betonung der schief- 
symmetrische Abhängigkeit von den ersten beiden Argumenten geschrieben. 

Mit Bezug auf die Isomorphie ®, V=L(V?,V) von $88:4.1(c) und den Erör- 
terungen in 88:4.4(b) fassen wir Rm und Rm als verschiedene Ausprägungen 
des gleichen Objekts auf, bezeichnet als Riemannscher Krümmunsgstensor. 
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BEWEIS. 


Die Additivität in den drei Argumenten von Rm ist klar. Zum Nachweis der 
FM--Linearität im ersten Argument 


Rm(fX,Y)Z = [Rm(X,Y)Z für X,Y,ZeEVM, fe FM 
beachten wir, dass nach der Produktregel für Vektorfelder 88:3.1 
ISIS TRIFPI SENDE 
= [RR Y\- NIX 
gilt und nach den Rechenregeln für die kovariante Ableitung in 3.1 (b) 
DyD;xZ = Dy(fDxZ) = (Dyf)DxZ + fDrDxZ. 


Hiermit folgt 


Rm(fX,Y)Z = DyxDyZ - Dy DyxZ - DyxyıZ 
FDzDyZ- (Di) DEZ- FDrDxZ 


- fDixvZ+(Yf)DxZ = fRm(X,Y)Z. 


Mit der Schiefsymmetrie von Rm in den ersten beiden Argumenten folgt hieraus 
Rm(X,fY)Z = fRm(X,Y)Z für X,Y,ZeEVM, feEFM. 
Der Nachweis von Rm(X,Y)(fZ) = fRm(X,Y)Z verläuft analog [üA]. 


Hiernach ist Rm FM-multilinear und liefert deshalb nach 88:4.4(b) einen 
(1,3)-Tensor. 














Wir bestimmen die Koeffizienten Rör von Rm und Re von Rm bezüglich 
eines Koordinatensystems. Die Koeffizienten sind definiert durch 


Rm(8:,8;)0% = Rad, Rm = Rt, dr © da! © de’ O dat, 
vgl. 88:4.1(b) und 4.4 (c). Wir zeigen 


Rijk Z— Röyr — T5x 9; Dali TiTh , 





wobei nach 3.1 (c) (6°) 


Fr 





TDy, = 29 degij + Oige; 4 ;gie): 


Die Koefhizienten von Rm und Rm stimmen überein: 


Rir = Rm(da*,0,,0;,0%) = da*(Rm(9;,8;)0%) = de‘(R,,0,) 


ijk 


= Ri..dx‘(&,) = Ri, = R 


ijk ijk ik 


3 Kovariante Ableitung und Krümmung 297 


Wir bestimmen die Koeffizienten von Rm. Hierbei schreiben wir im Folgenden 
wie in 3.1 D; abkürzend für Da, (Wirkung immer nur auf den nächstfolgenden 
Term) und erinnern an die Notation D;f =Ö;f für f € FM, sowie an D;d; = 
Di;ö%. Es ergibt sich 

D;D;ö, = Di(D;%r) = Di(T,On) = DT, On + Ta Diön 

= 815, + Tide = (TEE + TiRTir) Or, 

und unter Beachtung von [8,,8;] =0 (vgl. 88:3.2 (a)) 

Ri d = Rm(ö;, d;) Or — D;D;0% — D;D;&% 

= (81T, - 1%, +0, 0 - Tin Tir) de. 


BEMERKUNG. In der Literatur wird weder das Vorzeichen des Krümmungsten- 
sors noch die Bezeichnung der Koeffizienten einheitlich gehandhabt. 


(c) Eine Lorentz- oder Riemann-Mannigfaltigkeit mit verschwindendem Krüm- 
mungstensor wird flach genannt. 


Nach (a) besitzt eine Riemann-Mannigfaltigkeit M genau dann um jeden Punkt 
pEM ein euklidisches Koordinatensystem (V, y), 
gi = di in V, 
wenn sie flach ist. 
Ein Minkowski-Koordinatensystem (V,y) für eine Lorentz-Mannigfaltig- 


keit M ist gekennzeichnet durch g; = 5; mit NMnn = -1, Nj = 6ij für 
i+35 <2n. In völliger Analogie zur Argumentation in (a) ergibt sich 


Satz. Eine Lorentz-Mannigfaltigkeit M besitzt um jeden Punkt pe M ein 
Minkowski-Koordinatensystem (V,y) genau dann, wenn sie flach ist. 


BEMERKUNG. Jeder Minkowski-Raum, gemäß 2.3 (b) als Lorentz-Mannigfaltig- 
keit aufgefasst, ist flach. Eine flache Lorentz-Mannigfaltigkeit muss aber nicht 
Teilmenge eines Minkowski-Raums sein; z.B. kann der flache zwei-dimensionale 
Minkowski-Raum im Beispiel 2.3 (e) zu einem Zylinder zusammengerollt wer- 
den. 


(d) Identitäten des Krümmungstensors 
(1) Rm(Y,X)Z = - Rm(X,Y)Z 
(Schiefsymmetrie in den ersten beiden Argumenten), 


(2) Rm(X,Y)Z + Rm(Y,Z)X + Rm(Z,X)Y = 0 
(erste Bianchi-Identität), 


298 89 Lorentz- und Riemann-Mannigfaltigkeiten 


(Schiefsymmetrie in den letzten beiden Argumenten), 

(4) (Rm(X,Y)Z,W) = (Rm(Z,W)X,Y) 
(blockweise Symmetrie), 

(5) (DxRm)(w,Y,Z,W) + (Dy Rm)(w,Z,X,W) + (DzRm)(w, X,Y,W) = 0 
(zweite Bianchi-Identität). 


In der Koordinatendarstellung schreiben sich diese Identitäten mit der Abkür- 
zung Rijkn = IneRtjr [öA]: 

I) Ri =-Ria, 
? Rir a Röki ar Rau =0, 
4) Rn = Rknij , 


9 
(2) 
(3#) Rijen = — Rijhr, 
(4) 
(5) 


Viren At V;Rkın + VeRin =0. 


BEWEIS. 
(1) folgt aus der Definition und der Schiefsymmetrie der Lie-Klammer. 


(2) Aus der Symmetrie der kovarianten Ableitung 3.1(b) (5) und der Jacobi- 
Identität für die Lie-Klammer 88:3.2 (a) ergibt sich 


Rm(X,Y)Z + Rm(X,Z)X + Rm{Z,X)Y 
= DulDyZ = DyYyE DUDIX DI D EDEL DEV ED 
- Dix, 2 - Dv,z]X - Diz,x]Y 
= Dx|Y,2])+Dr[X, 2] + Dz[X,Y] - Dx,n2 - Dv,zX - Diz,xıY 
= [X,[y, 2] + X, 2] + 12, &, Y]] = 0. 


(3) Wir zeigen (Rm(X,Y)Z,Z) = 0; die Behauptung folgt dann durch Erset- 
zen von Z durch Z+W. Aus der Skalarproduktregel 3.1 (b) (4) ergibt sich 


Dx(DyZ,Z) = (DxDyZ,Z)+(DyZ,DxZ), 
daraus durch Rollentausch und mit der Skalarproduktregel 
(Dx DyZ - DyDxZ,Z) = Dx(DyZ,Z) - Dy(DxZ,Z) 
= 3DxDr(Z, Z) - 3DyDx(Z, Z) = a[x, YI(Z,Z) = (Dix,n2, zZ) ; 


was (Rm(X,Y)Z,Z) =0 bedeutet. 
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(4) Aus (2) folgt 





(Rm(X,Y)Z,W) + (Rm(Y, Z)X,W) + (Rm(Z,X)Y,W) = 0, 
(Rm(W,Y)Z,X) + (Rm(Y, ZW, X) + (Rm(Z,W)Y,X) = 0, 
(Rm(X,W)Z,Y) + (Rm(W, Z)X,Y) + (Rm(Z,X)W,Y) = 0, 
—(Rm(X,Y)W,Z) — (Rm(Y,W)X,Z) — (Rm(W, Zu E0 


Addition dieser Gleichungen liefert zusammen mit (1) und (3) 
ZURM(X,Y)Z,W) - XRm(Z,W)X,Y) =0. 


(5) Zum Nachweis verwenden wir im Vorgriff auf 4.2 (c), dass wir um jeden 
Punkt pe M eine Karte mit T E (p) =0 wählen können. Im Punkt p gilt dann 
(wir unterdrücken im Folgenden das Argument p): 


Rökh = u T5n » 
und nach 3.2 (c) (7) 
ViRkun = Rkın = H;TEn — Ten: 
Hieraus folgt 
ViRden +V; Rdn + VeR&ın 
= Id; Tin — OD zn + HORDin — HT En + KIT 5n — KIT, = 0. 


Die für Normalkoordinaten abgeleitete Identität ViR’ynlo = 0 besteht dann 
auf Grund der Tensoreigenschaft in jedem Koordinatensystem und stellt die 
Koordinatenform der zweiten Bianchi-Identität dar. 














3.5 Ricci-Tensor und Skalarkrümmung 


(a) Durch Kontraktion (88:4.3) entstehen aus dem Krümmungstensor weitere 
Krümmungsgrößen, der Ricci-Tensor Rc € TIM, definiert durch 


Re(X,Y) = (CIRm)(X,Y) für X,YEVM, 
und die Skalarkrümmung (der Krümmungsskalar) Re FM mit 
R= C(Re) 
(vgl. 2.3). 
SATZ. Der Ricci-Tensor ist eine symmetrische 2-Form, 
Re(X,Y) = Re(Y,X) für X,YeVM, 
und es gilt 
div(Rc-3Rg) = 0 
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Der Einstein-Tensor G := Re — aRg, also die symmetrische 2-Form 
G(X,Y) := Re(X,Y)—- 3R(X,Y) für X,YeVM, 


ist somit divergenzfrei. Dieser Tensor spielt in der Allgemeinen Relativitätstheo- 
rie eine prominente Rolle. 


BEWEIS. 
Für jedes Vektorfeld Z=C"&r gilt dx"(Z) = g*‘(Z, OL). Denn 


ar) Ei )elel 


#2Z,8) = g'(C"On,0) = Ca gne = Ch = lH. 


(i) Symmetrie des Ricci-Tensors. Nach (i) gilt 


(CHRm)(X,Y) = Rm(d«*,0,,X,Y) 
— da®(Rm(%,X)Y) = 9" (Rm(8,,X)Y,ö.). 


Re(X,Y) 


Hieraus folgt mit Hilfe der Eigenschaften (4), (1), (3) von Rm 


Re(X,Y) = g'lRm(d.,X)Y,d) © gre(Rm(Y, 8) 8, X) 
UP GELRm(dr,Y)X,04) = g"'(Rm(&r,Y)X,d) 
= ReaY,X). 


(iii) Die Divergenzfreiheit des Einstein-Tensors folgt aus der zweiten Bianchi- 
Identität (5’) 


ViRöen + V;Rkin + VeRijn = 0 
durch zweifache Kontraktion unter Verwendung des Ricci-Lemmas 3.2 (e): 
0= 0" (ViRzen + VRkin + VeRiyn) = gg (ViRzen — ViRien + VeRijn) 
Ren) = Vol" Ren) + Velg"Rsn) 


Vila" 
Vi(g’g Rene) - GR+ Ve(g”"R;n) 
Vila" 


g“Rrjen) - GR+ VERF = Vi(g“ RE.) - GR+ VERE 





Vi(g“Rye) - GR+ VERF = GR V;R+ VeRk 





= 2V; Ri; —- V;R = V;(2R; — Rö}) = 2ViG}. 
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Wir bestimmen die Koordinatendarstellungen dieser Krümmungsgrößen. 


Der Ricci-Tensor besitzt die Koordinatendarstellung Re = Rij dx’ & dx’ mit 





Ri = Rki = TH, Th; Di.D;; = Tal; 
denn es gilt nach 88:4.3 und nach (b) 

Re(X,Y) = (CHRm)(X,Y) = Rm(da",9,,X,Y), 

Ri = Rc(d,8;) = Rm(dx*,84,0:,0;) = Rb; = Rkıy. 
Die Skalarkrümmung hat die Darstellung 

R= Ri =g”R, mit Ri = g’"R,,, 


denn der zu Rc metrisch äquivalente (1,1)-Tensor Rc* besitzt nach 2.3 (c) die 
Koeffizienten R® = g’"R;; und hat die Spur R= CH(Rc*) = Ri. 


Der Einstein-Tensor G hat die Koeffizienten 
Gy = Ry-3R9i, 

die Koeffizienten des metrisch äquivalenten (1, 1)-Tensors G* lauten daher 
G=R-zRö, 

und divG =0 hat nach 3.3 (b) die Koeffizientendarstellungen 


VG; =0 oder VG” =0. 


(b) AUFGABE. Zeigen Sie 
Rijke = genRbyr = # (Oi Orgze + d;dgir — kgie — idrg;r) 
+ Gab (TAT5, = T%,T;)- 


Verwenden Sie hierbei die aus dem Ricci-Lemma 3.2 (e) und aus 3.2 (c) (6) fol- 
gende Beziehung 


0 = Vig” = Hg" + Tg” +Ti.g”. 





Hieraus ergibt sich 
Ri —_ Rkiy — GN Rrise = 19 (dr g5e + O;0egik Zu Oö; gre == di) 


+ ag” (DRTSe = T,T%e)- 
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3.6 Vom Schmiegkreis zum Krümmungstensor 


EULER führte 1767 die zweite Fundamentalform von Flächen mit Hilfe von Nor- 
malschnitten ein. 


GAUSS zeigte 1827 in seiner Flächentheorie, dass die nach ihm benannte Flächen- 
krümmung eine Größe der inneren Geometrie einer Fläche ist, d.h. dass diese 
aus Abstands-, Winkel- und Flächeninhaltsmessungen innerhalb der Fläche 
bestimmt werden kann (Theorema egregium, $7:4.2(b)). Von dem mittels 
Schmiegkreis festgelegten Krümmungsbegriff für Kurven im R? führt dabei ein 
direkter Weg zur Gaußschen Krümmung über Normalschnitte und die zweite 
Fundamentalform (87:3.2). 


RIEMANN gab dem Konzept der inneren Geometrie eine rigorose Form, indem er 
eine Geometrie auf abstrakten Mannigfaltigkeiten entwarf („Über die Hypothe- 
sen, welche der Geometrie zu Grunde liegen“, Habilitationsvortrag Göttingen 
1854 [70]). Er führte den Krümmungstensor ein und zeigte, dass die aus diesem 
abgeleitete Schnittkrümmung einen zur Gaußschen Krümmung analogen Aus- 
druck liefert (Preisschrift für die Pariser Akademie der Wissenschaften 1861, er- 
schienen erst 1876). Nach der posthumen Veröffentlichung des Habilitationsvor- 
trages 1868 wurden RIEMANNS Ideen in einer stürmischen Entwicklung von BEL- 
TRAMI, CHRISTOFFEL, LIPSCHITZ, SCHERING, RıiCccI, BIANCHI, LEVI-CIVITA 
und anderen aufgenommen und zur Riemannschen Geometrie ausgebaut. 


EINSTEIN benötigte für die Formulierung seiner Idee, Gravitation als geometri- 
sche Eigenschaft von Raum und Zeit zu beschreiben, eine Geometrie auf einer 
vierdimensionalen Mannigfaltigkeit, die punktweise durch Minkowski-Räume 
als Träger der Speziellen Relativitätstheorie approximiert wird. Er fand mit Hilfe 
des Mathematikers GROSSMANN den hierfür benötigten Kalkül in der Riemann- 
schen Geometrie angelegt. Die Ersetzung der positiv definiten Riemannschen 
Metrik durch das indefinite Minkowski-Skalarprodukt bereitete keine Schwie- 
rigkeiten; damit waren die Grundkonzepte der Lorentz-Geometrie geschaffen 
(1913). 

Für die geschichtliche Entwicklung verweisen wir auf GERICKE [72], ReıcH [73], 
RIEMANN [70], PAıs [126]. 


3.7 Beweis des Riemannschen Satzes in 3.4 (a) 


Zum Nachweis, dass die Gleichung (*) notwendig für die Existenz eines euklidi- 
schen Koordinatensystems ist, fixieren wir einen Punkt pe M und betrachten 
zwei Koordinatensysteme um p, 


a 





(U,x) mit Koeffizienten g;j, 1%; — 39 Oegij + Oigej + 9;gie) , 


—c 


(V,y) mit Koeffizienten 7, lad = | OdaIan + 9aIap + aa): 





Aus den Transformationsregeln (*) und (**) in 3.1 (c) folgt 
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‚W _ m Wa, A 
de Or Id 


Ist (V,y) euklidisch, d.h. gilt 7,5 = dab = const und damit auch T%, = 0 auf 
V, so folgt 


u. 

Oö" Oak 
Für die Koeffizienten #5 := dy°/öx’ der Jacobi-Matrix der Koordinatentrans- 
formation d=yozx! gilt also 


6 = Tbr. 


Durch Identifizierung von U C M mit x(U) C R” dürfen wir diese als Gleichun- 
gen im R” auffassen, vgl. $8:1.5. Durch Ableiten nach x? folgt 


096% = 9, (Ti) = TH + TE 
= TH + Th = (T%. + T;.T5n)® - 


I: 





auf U. 


Hieraus ergibt sich 


0 = 8:9;0% ddr = (:T5x 9,0% Ten TinTie) ot = Rijk Be: 





Da die Jacobi-Matrix ($d5) invertierbar ist, folgt als notwendige Bedingung für 
die Existenz von euklidischen Koordinatensystemen um jeden Punktpe M das 
Verschwinden der Ausdrücke Röir für jedes Koordinatensystem (U,x) von M, 
d.h. die Integrabilitätsbedingung (x). 

Der Beweis der Umkehrung erfolgt in folgenden Schritten: 


— Wahl eines Koordinatensystems (Uo,x) um p€ M mit gj(p) = 65 und 
z(p) =0. 
— Lösung der Anfangswertprobleme 
65 = Ti, ON) = (e=1,...n). 


Die Existenz einer eindeutig bestimmten Lösung (67,...,&,) in einer Um- 
gebung U C Uo CR” von 0 ergibt sich nach Bd. 2, 87:4. 


— Bestimmung einer Stammfunktion 9° für das Vektorfeld (67,...,6,). Die 
hierfür benötigte Integrabilitätsbedingung 9:65 = 0567 folgt aus T E —— TH 
und der eindeutigen Lösbarkeit der Anfangswertproblems. 


— Einführung des Koordinatensystems (V,y) mit V=y(U),y=yor und 
o = (p!,...,2"). Wegen dr°/dx"(0) = d%(0) = ÖL ist Y bei geeigneter 
Verkleinerung von U ein Diffeomorphismus. 


— Nachweis der Gleichungen T%, = 0, 8.9, = 0 für die zu (V,y) gehörigen 
Koeffizienten, woraus mit 9,,(p) = da dann I, = dar folgt. 
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4 Parallelverschiebung von Vektorfeldern und Geodätische 


4.1 Parallelverschiebung von Vektorfeldern 


(a) Wir wenden uns nun dem zu Beginn von Abschnitt 3.1 skizzierten Pro- 
gramm zu, durch Paralleltransport einen isometrischen Zusammenhang zwi- 
schen Tangentialräumen herzustellen. 

Sei M eine Lorentz- oder Riemann-Mannigfaltigkeit unda :I— M eine 
Kurve in M. Unter einem Vektorfeld längs «& verstehen wir eine Abbildung 


X :t>X(t) mit X(t)E TacyM für teI 
und der Eigenschaft, dass für jede Funktion h€ FM auch die Funktion 
t> X{t)h 
C%°-differenzierbar auf / ist. Die Gesamtheit aller Vektorfelder längs a bezeich- 
nen wir mit Va. Für ,ge FI=C”(T) und X,Y ee Va gehört auch 
IX +9Y : tr FSOXA + sl)Y(t). 
zu Va. 
BEISPIELE. 
(i) Das Tangentenvektorfeld t > ä(t) € Tacy M ist ein Vektorfeld längs «. 
(ii) Für jedes Vektorfeld YEYM ist Ya : t+> Yacay) ein Vektorfeld längs «. 


SATZ. Für jede Kurve ©: I — M gibt es genau einen Differentialoperator 


DX 


D P 
— :Va—Va, ee re 


dt 
mit folgenden Eigenschaften: 


(1) (aX+bY)' =aX+bY für X,YeEVa, a,bER (Linearität), 

2 «( 

(3) (X)') = DawY für YevM, tel 
(Verträglichkeit mit der kovarianten Ableitung auf M). 


X) = IX+fX für FEFI, XeEVa (Produktregel), 


Des Weiteren gilt die Skalarproduktregel 

(4) (KV) = (X,Y)+(X,Y) für X,Ye Vo. 

Der Operator * = D/dt wird die kovariante Ableitung längs «& genannt 
(LEVI-CIVITA, HESSENBERG 1917, SCHOUTEN 1918). 


Ein Vektorfeld X € Va heisst parallel oder parallel verschoben längs «, 
wenn X = 0. Für parallele Vektorfelder X,Y längs «a ist das Skalarprodukt 
(X,Y) nach der Skalarproduktregel konstant. 
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Wir verwenden den Punkt ' also in drei Bedeutungen: Für Vektorfelder X € Va 
liefert seine Anwendung die kovariante Ableitung X = DX /dt, für Kurven « 
ist & das Tangentenvektorfeld, und für Funktionen t > f(t) verstehen wir unter 
f wie bisher die gewöhnliche Ableitung df/dt; insbesondere gilt Letzteres für 
die Koordinatenfunktionen t ++ &*(t) von Vektorfeldern längs «a. 


Für die kovariante Ableitung des Tangentenvektorfeldes % € Vy einer Kurve 
y können wir sowohl Dy/dt als auch “ schreiben. Hierbei werden die beiden 
Punkte also in zwei Bedeutungen verwendet. 
BEWEIS. 
(i) Eindeutigkeit von D/dt. Es sei D/dt ein Operator mit den Eigenschaften 
(1), (2), (3). Bezüglich jeder ein Stück von a überdeckenden Karte (U, x) ergibt 
sich dann mit x°(£) := x’(a(t)) und den Basisdarstellungen 
alt) = 8’) Alan, KM = Et) dla 
(vgl. $8:2.2) unter Weglassung des Arguments t 
9) X= (+ Tslo)ie) Ale 
denn es gilt aufgrund von (1), (2), (3) und von 3.1 (b) (1), 3.1 (c) 
; MN) 2 ; I ; 
(E5;le) = Ha + löla) = Öle + 8’ Dad; 
= Edle + EP Dyo dla = E Ola + Ei* Do,adile 
= E dla + EETI;(a) la = (E* + Tila)’E) Onla- 
Somit ist X durch (1), (2), (3) eindeutig bestimmt. 


(i) Existenz von D/dt. Auf jedem Teilintervall J C I, für welches «(J) durch 
ein Koordinatensystem überdeckt wird, definieren wir X durch (x) und verifi- 
zieren, dass die Rechenregeln (1), (2), (3) erfüllt sind [GA]. Wegen der Eindeu- 
tigkeit von D/dt liefern die lokalen Stücke ein Vektorfeld X € Va. 


(iii) Die Skalarproduktregel (4) ergibt sich aus (x) und gi; = Trij+T’rji nach 
3.1(4) ER]. 


(b) Existenz- und Eindeutigkeit von parallelen Vektorfeldern. Für ei- 
ne Kurve ©: M gibt es zu to € I und uo € Tacı,)M genau ein längs a 
paralleles Vektorfeld X mit X(to) = uo. 


Der BEWEIS verläuft wörtlich wie der für Kurven auf Flächen in 87:6.1(c): 
Überdeckung jedes kompakten Kurventeils a([a,b]) von @ durch endlich vie- 
le Koordinatensysteme und Lösung eines Anfangswertproblems für das lineare 
Differentialgleichungssystem 


+ Tilo) =0 (kei....,n) 


B< 














in jeder dieser Koordinatenumgebungen. 
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Hiermit können wir nun zwischen zwei Tangentialräumen 7,M und 7,M längs 
eines Kurvenstücks a : [01,1] > M mit a(0) = p, a(l) = q eine Isometrie 
Pa: T„M > TgM herstellen: 

Der Levi-Civita-Zusammenhang oder Paralleltransport längs « ist er- 
klärt durch 


ur Pau := X(l), X das längs a parallele Vektorfeld mit X(0) =u. 


Diese Abbildung liefert eine lineare Isometrie zwischen den Tangentialräumen 
T5M und T,M [üaAl; es gilt also 


(Pau, Pav), = (u,v), für wveTpM. 


Der Paralleltransport lässt sich durch Pa := Pan 2 :'' © Pa, auf stückweis 
glatte Kurvenstücke a = aı +... +an fortsetzen. 


(c) Beziehung zwischen Paralleltransport und kovarianter Ableitung. 
Es gilt 


cl A 
DuY = lim = (IıYao-Y) für veT,M, YEVM. 


Hierbei ist &:]-e,e| > M eine Kurve mit «(0) = p, «(0) = u, und ||, ist der 
Paralleltransport Ta. M — TyM längs der Einschränkung von a auf [0,1]. 


Wir erwähnen an dieser Stelle ohne Be- 
weis noch eine Relation zwischen Pa- 
ralleltransport und Krümmungstensor, 
i % 
lim = (w _ Po.) = Rm,(u, v)w 
für pe M, u,v,w € T,M. Dabei ist 
@. [0,1] > M mit a.(0)=a.(l)=p, 
&e(0) = eu, Ae(l) = —ev eine Schar 
von Viereckkurven, die sich für e— 0 
auf den Punkt p zusammenziehen. u 


Für den Beweis siehe LauGwiıtz [47] 
111.10.2, KrRIELE [76] Thm. 2.8.1. 


Hiernach muss in Bereichen nichtverschwindender Krümmung mit der Wegab- 
hängigkeit des Paralleltransports längs geschlossener Kurven gerechnet werden. 
Dagegen liegt im flachen Minkowski-Raum M = V nach 2.3 (c) ein wegun- 
abhängiger Fernparallelismus zwischen Tangentialräumen 7,M, T,M von be- 
liebigen Punkten p,q € M vor. Dieser ist durch den natürlichen Isomorphismus 
V%p > vg, vgl. 2.3 (b) gegeben. 
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BEWEIS. 
Für jedes t sei X; € Va das parallele Vektorfeld mit X,(t) = Ya). Nach Defi- 


nition ist dann ||, Yac) = X+(0). Wir wählen eine Karte um p und diesbezüglich 
die lokalen Basisdarstellungen 
alt) = dla, Kst) = EM) Alan, Y = AR: 
Für die Koeffizienten gilt dann nach (a) (x) 
MD) Ei = Tal), 
(2) EC) +Tlatt))E"t) Et) = 0 


Die "Theorie gewöhnlicher Ditfferentialgleichungen (Bd. 2, 82:7.4) liefert für die 
Lösungen &}(t) des Anfangswertproblems (1),(2) die Stetigkeit in beiden Va- 
riablen s und t, 

3 li kt) = £&(0) = n"(a(0)) = n"(p). 

DE = 0) = a0) = n') 


Nach dem Mittelwertsatz gibt es für #0 und k=]1,...,n Zahlen tx zwischen 
0 und £ mit 


1 ; 
(Em -&0)) = ER). 
Mit (3), (2) und der Basisdarstellung von «(t) folgt für t—0 


= (e(0) EM) = -Elte) = Tizlalte)) &'(ir) (te) > Tip) E"(0) 7 (D), 





(n*(att)) - n°(D)) > dm (a(0)) &*(0) = 9m“ (p) &*(0), 
also mit (1) und 3.1 (c), (17-3) 


2 (Ik Yao -%) = 2X) -W) = ne lo 


De 














4.2 Geodätische, Exponentialabbildung und Normalkoordinaten 
(a) Unter einer Geodätischen in einer Lorentz- oder Riemann-Mannigfaltig- 
keit M verstehen wir eine Kurve y: I! — M mit parallelem Tangentenvektor- 
feld, 
Dy 
sd 
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Durch die Gleichung Y =0 soll in suggestiver Weise ausgedrückt werden, dass 
Geodätische die „geradesten“ Kurven dieser Geometrie sind. Die Notation 
wurde in 4.1 (a) eingeführt. 

Das Skalarprodukt (%,%) ist für eine Geodätische konstant, dies ergibt sich mit 
der Skalarproduktregel (4) in 4.1 (a). Des Weiteren gilt das 

LEMMA. Sei y eine nichtkonstante Geodätische. Dann ist eine Umparametri- 
sierung yoh eine Geodätische genau dann, wenn h(t) = at+b mit Konstanten 
a,b. 


Das ergibt sich aus 
(Yoh)‘(t) = Alt) y(hlt)), Yoh)"tt) = hit) yChtt)) + h)’SChlt))- 


Nach 4.1 (a) (*) genügt jedes von einem Koordinatensystem x überdeckte Stück 
einer Geodätischen der Differentialgleichung 


“) #+T,mNEe=0 (k=1....,n) 


mit der üblichen Abkürzung x°(t) := x’(a{t)). 

BEISPIEL. In einer flachen Lorentz- oder Riemann-Mannigfaltigkeit gibt es 
nach 3.4 (c) um jeden Punkt Koordinatensysteme mit konstanten gij, also mit 
D;, = 0. In diesen ausgezeichneten Bezugssystemen ist dann jede Geodätische 
von der Gestalt t++ x?(t) = a’ +b?t. In einem Minkowski-Raum M kann dabei 
ganz M als Koordinatenumgebung gewählt werden.. 


(b) SATZ 1. Zu jedem Punkt pe M und zu jedem Vektor v € T,M gibt es 
genau eine maximal definierte Geodätische y= Ypw : 1 — M auf einem offenen 
Intervall I = Ip, mit 


y(0)=P, 0) =r. 
Das folgt aus der Theorie gewöhnlicher Differentialgleichungen, siehe BOOTHBY 
[53] VILS. 
SATZ 2. Für jeden Punktp € M gibt es eine sternförmige Umgebung U, CTyM 
des Ursprungs, für welche die Abbildung 

&xp,:'p > M, vH yu(l) 
einen Diffeomorphismus zwischen U, und der Umgebung U := exp,(U») C M 
von p liefert. 


Diese Exponentialabbildung exp, bildet jedes hinreichend kleine Geraden- 
stück {tv |t € [0,1]} im Tangentialraum 7,M auf ein vom Punkt p ausgehen- 
des Geodätenstück {Yp,»(t) | t € [0,1]} ab, denn nach der Eindeutigkeitsaussage 
von Satz 1 gilt Yp,u(t) = Yr,ww(1) = exp,(tv) für € [0,1], [üA|, somit 


{m | te [0,1]} = {exp,(tv) |t € [0,1]}. 
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Das Schema der Exponentialabbildung für Flächen wurde in 8 7:5.3 dargestellt. 


Der BEWEIS von Satz 2 beruht auf der Verallgemeinerung des Umkehrsatzes für 
Mannigfaltigkeiten (BERGER-GOSTIAUX [52] Prop. 2.5.20). Hiernach muss für 
den Nachweis, dass die C°-Abbildung 


v3 exp,(d) = Ypw(l) auf DD :={veT,M |1eE I} 


nach passender Einschränkung ein C°-Diffeomorphismus ist, nur gezeigt wer- 
den, dass das in 88: 2.3 definierte Differential 


do exp, :ToV > T,M mit V:=T,M 

eine invertierbare Abbildung ist. Dies ist der Fall, denn nach 88:2.1 (d) ist 
io:V> TV, vHrw=«(0) mit alt) = tv 

ein Isomorphismus, und nach 88:2.3 gilt 


do exp, (vo) = doexp,(&(0)) = (exp, oa)'(0) = p(0) = v, 











somit ist do exp, die Umkehrabbildung des Isomorphismus öo. 





(c) Wir wählen eine Orthonormalbasis (eı,...,en) für T7,M, also (e,e;) = 
ni; bzw. (ei,e;) = Öij, und setzen für u = (u!,...,u")e R” 


dlu!,...,u”) := exp, (u'e;) eM. 
Dann ist auch & ein C”°-Diffeomorphismus zwischen einer Nullumgebung in 
RR” und einer Umgebung U von p. Damit ist (U,x) mit x := d°! ein Koordi- 
natensystem um p. Dieses heißt ein Normalkoordinatensystem und U wird 
eine normale Umgebung von p genannt. 
Satz. Für jedes Normalkoordinatensystem (U,x) um p gilt 

H;(p) = di; bzw. gi(p) = Mj und T},(p) = 0. 
BEWEIS. 


Für u = (u!,...,u®) € R” setzen wir v := u’e; € T,M. Nach Konstruktion 
der Karte x gilt für |t| <1 


2‘(t) = amt) = a’lerp,(iv)) = tu‘. 
Nach 88:2.2 folgt 

v= (0) = &°(0) Öilp = u öl, 
insbesondere e; = Öl» und damit 


kp) = (Öilo, dl) = (ei,ej),- 
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Wegen z°(t) = tu‘ reduzieren sich die geodätischen Differentialgleichungen (*) 
in (a) auf T&,(ypw(t)) ww = 0. Mit (0) = p folgt Ti,(p)uW = 0 für 
beliebige ue R” und daraus TH, (pP) =0 aufgrund der Symmetrie TH, = Th. 














BEISPIELE. (i) Für die Einheitssphäre M = S? CR? und den Nordpol a = 
ez ist die mit dem Vektor ve TaM, v #0 startende Geodätische Y = Yay 
der Großkreis 
7 


t12 y(t) = cos(|Iv|Ii)es + |vll" sindlvilt)v. 


Die Kreisscheibe Ua = {v € TaM | ||v|| < m} wird durch die Exponentialab- 
bildung exp, auf die im Südpol gelochte Sphäre U = 5? \ {-es3} abgebildet. 
([öA], Skizze!) 

(i) In einem Minkowski-Raum M = V, gemäß 2.3 (a) als Lorentz-Mannigfal- 
tigkeit aufgefasst, ist die von einem Punkt pe M mit einem Vektor ve 7,M 
startende Geodätische gegeben durch t > p+ tv. Dies folgt aus Beispiel (a) 
mit Satz 1. Die Exponentialabbildung ist hier die Translation exp, :v > p+v, 
welche den ganzen Tangentialraum 7,M auf M abbildet. 


(d) Eine Geodätische y : I — M einer Lorentz-Mannigfaltigkeit M heißt 
zeitartig, wenn für das (nach (a) konstante) Skalarprodukt (Y,Y) <O gilt. 


SATZ. Ist y eine zeitartige Geodätische einer Lorentz-Mannigfaltigkeit, die auf 
einem kompakten Intervall J injektiv ist, so gibt es ein Fermi-Koordinaten- 
system (U,x) längs y, d.h. U ist eine Umgebung von y(J) und es gilt 


9;Y)) = mi, TEOO)=0 für ted. 


Der BEWEIS (siehe GROMOLL-KLINGENBERG-MEYER [62] 3.8 (ii)) besteht in 
folgenden Schritten: 

(i) Es darf (%,%) = —1 angenommen werden. Wir fixieren ein to € J und 
ergänzen en := ‘y(to) gemäß 1.1 (d) zu einem Orthonormalsystem eı,...,en für 
Tyco) M- Für die längs y parallelen Vektorfelder Eı,...,En mit E;(to) = ei 
(vgl. 4.1 (b)) gilt wegen der Konstanz der (E;, E;) 


(Ei(t), E;(t)) = (Eilto), Ejlto)) = (ee) Ni; ET). 
(i) Für te J, t=(t!,...,t})ER”! mit ||t|| «1 setzen wir 


n—1 
lest ee 02 !Eill)). 


Nach dem Umkehrsatz folgt dann, dass &: V— U ein C”-Diffeomorphismus 
zwischen geeigneten Umgebungen V C R” der Strecke {(0,...,0,t) |te J} 
und UCM von y(J) ist. Mit x := (6|v)”" ist dann (U,x) ein Koordinaten- 
system von M. Die Eigenschaften 9; = ij, TH, =0 längs Y(J) folgen ähnlich 
wie in (c). 
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5 Jacobi-Felder 


(a) Es sei y: I — M eine Geodätische in einer Lorentz- oder Riemann- 
Mannigfaltigkeit M. Wir fragen, welcher Differentialgleichung ein Vektorfeld X 
längs y genügen muss, damit die Nachbarkurven % :/— M mit 

1 7a) = expym(s Xi) 
für kleine s näherungsweise Geodätische sind. 


Die Antwort liefert folgende, in gewisser Weise umgekehrte Betrachtung: Gege- 
ben sei eine Schar ys : 1 — M von Geodätischen (|s| « 1) mit den Eigen- 
schaften 


Ah 
(s,t) > Al(s,t) := Ys(t) ist C%-differenzierbar. 


Eine solche Schar nennen wir eine geodätische Variation von y und das 
Vektorfeld X längs y mit 


0A 
ds 


das Variationsvektorfeld der Schar. 


t> Xlt) = (0,2) 


SATZ. Für jede geodätische Variation von y genügt das zugehörige Variations- 
vektorfeld X der linearen Differentialgleichung 


X + Rm(X, 3) = 0, 
genannt die Jacobi-Gleichung oder Gleichung der geodätischen Abwei- 


chung. 
Lösungen der Jacobi-Gleichung heißen Jacobi-Felder längs y. 


BEWEISSKIZZE. 
Wir nennen eine C®°-Abbildung (s,t) + Y(s,t) = E(s,t) d;lacı) € Tao M 
ein Vektorfeld längs A. Für Vektorfelder Y längs A erklären wir die kovari- 
ante Ableitungen nach s und nach t durch 
Dy _ [oe dA‘ ) Dy _ (£ dA’ ) 
ds - (5 g* Ola; DET + Tata ir ® la. 
Das Vektorfeld DY/ös ist also die kovariante Ableitung von Y längs der Kurve 
s > A(s,t) und DY/öt ist die kovariante Ableitung von Y längs der Kurve 
t> A(s,t). 
Hierfür gelten folgende Rechenregeln (vgl. O’NEILL [64] 4.44, Proposition): 


a ee 
” Bd 005 


+15) 5 
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(ii) (2 D _D =) OA (& =) oA 


3 a) sa) 


Da t> A(s,t) = Ys(t) für jedes s eine Geodätische ist, gilt (D/öt)(9A/öt) = 0; 
hieraus folgt mit (i), (ü) 


DDOA _ DDOA --(23-32)% 
art 0ds Ast  \8d Os) or 
Zee (& =) 0A 
= SENDE" DR) DE 
Für s=0 ergibt sich die Behauptung unter Beachtung von 
OA 0A 














70m =X0, 00) = St). 


(b) Satz. Sei y:I—M eine Geodätische. Dann existiert zu jedem to € I 
und zu gegebenen Vektoren uo,uı € Tyc,) M genau ein Jacobi-Feld X längs Yy 
mit 

X(to) = ww, X (to) = 


Der BEweEIS folgt der gleichen Argumentation wie der für die Existenz und 
Eindeutigkeit paralleler Vektorfelder längs einer Kurve, siehe 4.1 (b), 87:6.1 (ec). 


(c) Gauss-Lemma. Ist s eine geodätische Variation von y mit der Eigen- 
schaft 

(Ys(t),ys(t)) = const für alle s,t, 
so gilt für das zugehörige Variationsvektorfeld X 


(X,%) = const. 


BEWEIS. 
Wir verwenden die Bezeichnungen und Rechenregeln von (a). Nach Vorausset- 


zung gilt 


( 0A 0A 


rauuE 6) = (As(t),s(t)) = const. 


Hieraus folgt mit der Skalarproduktregel 4.1 (a) und nach (a) (i) 


La N DE 
29\ıt H/ \dsdt'A/ \d9s’ H/' 


Für s=0 bedeutet dies (X,%) = 0, und mit 7=0 ergibt sich 


0 = 


(K,y)" — (X,%) (X) =0. 
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d) Satz. Für Jacobi-Felder X,Y längs einer Geodätischen y:I—>M gilt 
) XLY = X(to),X(to) LY(to) für ein to ET, 

ii) (X,Y) — (X,Y) = const., 

iii) Ist X tangential any, so gilt X(t) = (at +b)’y(t) mit Konstanten a,b. 


( 
( 
( 
( 
BEwEIS als [UA]. Zeigen Sie (X,y)” = 0 für den Nachweis von (i). 


6* Isometrien und Raumformen 


6.1 Homothetien, Isometrien und Schnittkrümmung 


(a) Seien M,N zwei Lorentz- oder zwei Riemann-Mannigfaltigkeiten. Unter 
einer Homothetie $: M — N mit Skalierungsfaktor c > O0 verstehen wir 
einen C”-Diffeomorphismus zwischen M und N mit 


(dbp(u),ddp(v)) = c* (u,v) für pe M und uvveT,M. 


Im Fall c = 1 sprechen wir von einer Isometrie. Zur Definition des Differentials 
dd siehe 88:2.3. 


SATZ. Für eine Homothetie 6:M— N gilt 
db(Rm(X,Y)Z) = Am (d6(X),du(Y))ddZ) (X,Y,ZEVM); 
hierbei bezeichnet Rm den zu N gehörigen Krümmungstensor. 


BEWEISSKIZZE. 


Wir fixieren p € M und wählen eine Karte y von N um d(p). Wegen der 
Diffeomorphieeigenschaft von & ist 2 := yo6& eine Karte von M um p. Nach 
Definition von do gilt 


d 
6 (5)  ayi Is 


also mit 9 -(3 3 ) 
a 


7,0) = (a0 (52) (25)) = (25) = A: 


—k — 
Hieraus ergibt sich mit den zu 9,, gehörenden Koeffizienten T';; und Rjjr 





—ij -2 3  Tk ze 
=, Ti) =T, Rryalb) = Ri, 


woraus die Behauptung folgt. 
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(b) Sei M eine Riemann-Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Fürpe M 
und einen zweidimensionalen Teilraum E von 7,M definieren wir die Schnitt- 
krümmung durch 


Elise (Rmy(u, v)v, u) 
all lloll? - (u v)° 


wobei u,v eine Basis von E ist. Der Quotient hängt nicht von der gewählten 
Basis ab, denn sowohl die 4-Form (u,v,&,n) > (Rm,(u,v)&,n) als auch die 
4-Form (u,v,&,n) > (u,n) (v,&) — (u, &)(v,n) sind schiefsymmetrisch im ersten 
und im zweiten Argumentenpaar. Daher ändert sich der Quotient nicht, wenn 
u durch au + 8v mit @ #0 ersetzt wird bzw. v durch yu + dv mit 620 [üAl. 


Für die nach 3.4 (c) symmetrische biquadratische Form Q mit 
Q(X,Y) := (Rm(X,Y)Y,X) 

gilt die Polarisierungsgleichung 

18 

6 ösöt 

([GA] unter Verwendung der Rechenregeln 3.4 (c)). 


Der Krümmungstensor ist daher aus Q und damit auch aus allen Schnitt- 
krümmungen rekonstruierbar. 


(Rm(X,Y)U,V) = 








(X +sV, Y+U) - Q(X+sU,Y+tV))| 


s=t=0 


(cl) Hat M im Punkt pe M konstante Schnittkrümmung «, 
K,(E) = « für alle zweidimensionalen Teilräume E von 7,M, 
so hat der Krümmungstensor an der Stelle p die Gestalt 
Rm,(u,v)w = K- ((w, vu _ (w,u)v) für uv,weTM. 
Denn bezeichnen wir die rechte Seite dieser Gleichung mit Rm,(u,v)w und die 


zugehörige biquadratische Form mit Q,(u, v)=rK: (all? v1? — (u, v)”), so gilt 
nach Voraussetzung % = Qp- Durch Polarisierung folgt Rm, = Rm». 


LEMMA von Schur. Ist M eine wegzusammenhängende Riemann-Mannigfal- 
tigkeit der Dimensionn > 3, deren Schnittkrümmungen in jedem Punkt konstant 
sind, so ist die Schnittkrümmung auf ganz M konstant. 


BEWEIS. 
Nach dem Vorangehenden gibt es eine Funktion K:M — R mit 
Röir Id = Rm(ö:, 8;) 8% =:.K. ((9;, 9x) 0: — (8:,8%)0;) 
= K: (9565 - 9mi65) dr, also Rdn = K- (di — 9riös). 


Für die Koeffizienten R;; des Ricci-Tensors, die Skalarkrümmung R und die 
Koeffizienten G;; des Einstein-Tensors folgt nach 3.5 
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Ri; = Rey = (n-DKgy, R=g"Ry=n(n-1)K, 


Gy = Rj- $3Rguy = -$(n-1)(n-2)Kgy. 





Mit dem Ricci-Lemma 3.2 (e) und den Rechenregeln 3.2 folgt hieraus 





— N) vr = V’(Kgij) = gyV’K =V;K=Ö;K. 











BEMERKUNG. Für Flächen M C R? ist die einzige 2-dimensionale Ebene EC 
T7»M der Tangentialraum selbst, also ist die Schnittkrümmung in jedem Punkt 
pe M konstant. Sie variiert aber von Punkt zu Punkt, und stimmt nach dem 
Theorema egregium $7:4.2(b) mit der Gaußschen Krümmung K(p) im Punkt 
p überein Al. 


(d) Satz. It &: M — N eine Homothetie zwischen Riemann-Mannigfaltig- 
keiten und c > O der Skalierungsfaktor, so gilt für jeden zweidimensionalen 
Teilraum E von ,M, pe M 


Ky(E) = ec" K,(E) mit q=6(p), E'=den(B). 
Dies folgt aus dem Satz (a) und der Definition der Schnittkrümmung [UA]. 


6.2 Raumformen 


(a) Unter einer Raumform verstehen wir eine Riemann-Mannigfaltigkeit M 
mit überall konstanter Schnittkrümmung, welche geodätisch vollständig ist, 
d.h. das Existenzintervall jeder maximal definierten Geodätischen ist R. 


Wir legen für jedes zk € R eine Standard-Raumform S”(x) mit Schnittkrüm- 
mung x fest: 


(1) S”(0) sei der mit der euklidischen Metrik versehene R”. 
(2) Für k>0 sei 


S”(k) = [ueR”"| (wu) = 1/r} 


die n-dimensionale Sphäre mit Radius R= 1/yk, versehen mit der durch die 
euklidische Metrik erzeugten Metrik. 


(3) Für & <0 versehen wir R’"! := R”*! mit dem Minkowski-Skalarprodukt 
(wv)„ı = -uv + Yu 
a=1 
und setzen 
S”(k) := {ue Re | wW>0, (wu), = 1/r}. 


Diese Untermannigfaltigkeit ist ein einschaliges Hyperboloid. Die Minkowski- 
Metrik des R”! induziert auf S”(x) eine Riemann-Metrik, denn für jeden 
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Punkt u € S”(k) ist u als Vektor des R”! zeitartig, der Tangentialraum 
TuS”(k) = u! also nach 1.1(c) raumartig (hierbei haben wir den R’”'! mit 
dem Tangentialraum T: ur”! identifiziert). 


SATZ. Die Riemannschen Mannigfaltigkeiten S"” (x) sind Raumformen mit kon- 
stanter Schnittkrümmung #. Die Raumformen S”(k) sind homogen, d.h. zu 
je zwei Punkten q,gq’ € S"”(k) gibt es eine Isometrie, die q in q’ überführt. 


Die Mannigfaltigkeiten S”(k) mit x < 0 werden hyperbolische Räume ge- 
nannt. 


BEWEIS. 


(1) « = 0: In S”(0) = R” lassen sich je zwei Punkte durch eine Translati- 
on ineinander überführen. Die maximal definierten Geodäten sind die Geraden 
RR”, tHra+tv. 


(2) x < 0: O.B.d.A. nehmen wir x = —1 an, was durch eine Streckung 
ur> au des R”*! erreicht werden kann. Die stereographische Projektion der 
Einheitskugel Kı(0) C R” & {u =0} cC R”*! vom „Südpol“ s=- © 
aus liefert die Parametrisierung ([ÜA]) 











®:Kı(0) > S”(-1), ur (u) = (1+|u]]?, 2u!,...,2u”). 


1 
1- ul] 
Jede Lorentz-Transformation A € O,, (siehe 1.3) führt S”(—1) in sich über 
und liefert nach Einschränkung auf S”(—1) eine Isometrie; unter Verwen- 
dung von 88:2.3 (In O’NEıLL [64] 4.30 wird bewiesen, dass jede Isometrie von 
S”(-1) auf diese Weise entsteht.) 
Wir zeigen, dass jeder Punkt u = (u°,...,u”) € S”(-1) durch eine Lorentz- 
Transformation A € O;, (siehe 1.3) in den „Nordpol“ eo € S”(-1) überführt 
wird. Hieraus folgt dann, dass je zwei Punkte von S”(—1) durch eine Isometrie 
ineinander übergeführt werden können. 
Setzen wir @ := (u!,...,u”), r := |||, so gilt 

-1= (wu)„1ı = uU" - li]? = - wu +r7, 

also u® = YI+r?. Es existiert eine Drehung A = (A}) € O„ des R” mit 
Ad=reı. Die Transformation A’ = (A?) des R”*! mit 


M=1 = =0 N=%4 für ab>1 





gehört zur Lorentz-Gruppe O;, und es gilt 


Nu=uo+tre = YI+r&-+reı. 


Die Transformation A” des R”+! mit 


N&o = vI+r&o-re, Ne=-r&o + vi+r?e, 


Ne = & füra>2 
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gehört ebenfalls zur Lorentz-Gruppe A” € O},. Für A:=N’N € O},, ergibt 
sich dann die Behauptung 


Au = A’ANu = N'(Vl+r2e + reı) 
= Y1+r2 (VYl+reo - rei) + r(-reo + VI+r?e) = ©. 
Wir zeigen, dass die maximal definierten Geodätischen @: I — S”(-1) durch 
den Nordpol n = eo € S"”(-1) Großhyperbeln sind. O.B.d.A. sei «(0) = n, 
&(0) = v und ||v|| = 1. Die Spiegelung $ des R”*! an der von eo und v 
aufgespannten Ebene E durch 0 liefert eine Isometrie von 8” (—-1), also ist auch 
ß:= So«a eine Geodätische und es gilt 8(0) = n = «a(0), P(0) = v= ä(ß). 
Wegen der eindeutigen Bestimmtheit von Geodätischen durch ihre Anfangswerte 


folgt & = ß, d.h. a verläuft in der Ebene EP. « ist somit die Großhyperbel 
R- S”(-1), t> coshteo +sinhtv und es ist I/=R. 


(3) 8x >0: O.B.d.A. sei x = 1. Die stereographische Projektion der Äquator- 





ebene R” = {u® =0} cC R”*! vom Südpol s= eo aus liefert die Parametri- 
sierung ([ÜA], vgl. Bd. 1, 825:1.4) 
®:R"—S"(1)\{s}, ur ®(u) = en (1- |u]]?, 2u!,...,2u”). 
1+ |ull 


Ganz analog zu (2) lässt sich zeigen, dass sich je zwei Punkte der Sphäre S”(1) 
durch eine Drehung A € O„+ı ineinander überführen lassen, und dass diese 
auf S”(1) als Isometrie wirkt. 


(4) In den Fällen (2) und (3) ergeben sich bezüglich der stereographischen 
Projektionen die metrischen Koeffizienten ([GA]) 


4 
2 
(1+«|lull?) 
und hieraus die Koeffizienten des Krümmungstensors ([UA]) 


gi;(u) = (IB(u),d;D(u)) = 


ij» 
Riyk = K (Ik; ö — Iki 85). 
Der Krümmungstensor hat also in allen drei Fällen die Gestalt 


Rm(X,Y)Z = «([Z,Y)X - (Z,X)Y), 











die Schnittkrümmung von S”(x) ist somit nach 6.1 (b) gleich «. 





(b) Sarz (HoPr 1925). Jede n-dimensionale, einfach zusammenhängende Raum- 
form mit Krümmung «& ist isometrisch zur Standard-Raumform S” (rk). 

Dabei heißt eine Mannigfaltigkeit M einfach zusammenhängend, wenn sich 
jede geschlossene Kurve in M auf stetige Weise zu einem Punkt zusammenziehen 
lässt. 


Für den nichttrivialen BEWEIS siehe O’NEILL [64] 8, 25. 
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7* Der Gaußsche Integralsatz für Lorentz- und Riemann-Man- 
nigfaltigkeiten 


7.1 Volumen und Integral 


Wir beziehen uns im Folgenden auf das Integral von n-Formen, siehe 8 8: 5.5. Sei 
M eine n-dimensionale, orientierte Lorentz- oder Riemann-Mannigfaltigkeit. 
Wir definieren die Volumenform um € YnM fürpeM, vı,...,U%n € ,M 
durch 


1/2 
um (oı,...,0n) := 0; |det((i,un))| 
wobei o = 1 bzw. o = —1 gesetzt wird, falls (vı,...,%n) eine positiv bzw. 
negativ orientierte Basis von 7,M ist und o = 0, falls vı,..., vn linear abhängig 
sind. 


Bezüglich einer positiv orientierten Karte x hat um dann die Basisdarstellung 
um = Vlg| de! A... Ada” mit g= det(gir), gir = (&, Ök), 


vgl. 88:5.2 (a). 


Für ein Gebiet DC M mit kompaktem Abschluss definieren wir das Volumen 
durch 


V"(D) = [um, 


wobei D als n-dimensionale Mannigfaltigkeit aufgefasst wird. Nach 8 8:5.5 ist 
V"(D) < oo, d.h. die 1-Form w = um]! ist über D integrierbar. 


Für fEFM setzen wir 
SW] Ton 
D 


D 
falls die auf D eingeschränkte 1-Form w = f um über D integrierbar ist; dies 
ist z.B. für auf D beschränkte Funktionen der Fall. 


7.2 Der Gaußsche Integralsatz 


(a) Seien M eine n-dimensionale, orientierte Lorentz- oder Riemann-Mannig- 
faltigkeit mit n> 2und D CM ein glatt berandetes Gebiet mit kompak- 
tem Abschluss. Die Randfläche $S = OD, nach Voraussetzung eine (n — 1)- 
dimensionale Untermannigfaltigkeit, orientieren wir gemäß 88:5.6. Wir legen 
das äußeres Einheitsnormalenfeld v auf S fest durch die üblichen Eigen- 
schaften, auf $ normal zu sein und von D wegzuweisen: Ist (v1,...,Un-ı) eine 
positiv orientierte Basis von 7,$, so gibt es ein positiv orientiertes Koordi- 
natensystem (U,x) für M um p mit u := Ö» für © =1,...,n—-1 und 
(-1)"z”(p) > 0. Wir legen v, fest als den zu 7,5 orthogonalen Vektor mit 


(vp,vp) = 1 und (-1)"vF} < 0. Da die n-ten Koordinaten von (-1)""'1, 
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und von %n := Ön|p positiv sind, weisen beide Vektoren von p aus in den- 
selben durch 7,S begrenzten Halbraum. Aus Stetigkeitsgründen bilden daher 
V%1,...,Um Und v1,...,%n-1, (-1)"1, gleich orientierte Basen. (Machen Sie 
eine Skizze für n = 3.) Bringen wir den Vektor (-1)”"!v, durch n— 1 Trans- 
positionen an die erste Stelle, so ändert sich die Orientierung (n — 1)-mal; also 
ist (Vp,v1,...,Un-ı) eine positiv orientierte Basis von T,M. 


Hieraus ergibt sich die Beziehung 
us(v1,...,Un-ı) = HUM(Yp,d1,...,Un-ı) für alle vı,...,m-ı € TS, 


denn im Fall der linearen Abhängigkeit sind beide Seiten Null, und für eine 
positiv orientierte Basis (v1,...,U%n-ı) von 7,$ gilt mit vo := v, wegen 
(vo,vo) =1, (vo,v) =0 für i=1,...,n—1 


um(vo,:..,Un-1)” = det((vi, vR)) o<i,k<n-ı 
= det((vi, UR)) 1<i,k<n-ı 


= usl(vı,... Uni). 


(b) Der Gaußsche Integralsatz für Riemann-Mannigfaltigkeiten. Sei 
M eine orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit und D CM ein glattberandetes 
Gebiet mit kompaktem Abschluss. Dann gilt für jedes Vektorfeld X e VM 


fdvXav" = [ (K,v)av""t. 
D OD 


BEWEIS. 


Wir zeigen: Die n-Form (div X)um ist das Differential der (n— 1)-Form w mit 
w(X1, Ba ‚Xn-ı) — um(X,Xı, An ‚Xn-ı) für Xı1,...,Xn-ıeVM. 
Zum Nachweis wählen wir eine Karte x, markieren ein wegzulassendes Argument 


mit ” und setzen im Folgenden die Einsteinsche Konvention außer Kraft. Dann 
erhalten wir 


wi.) = Hm(X,d1,...,Öi5...,Ön) 


— ia (II €, &,:12,06,0:.406) 
k=1 


E um (di, 91,...,Öis..., On) 


(-1)°7" = um (dı, ni On) 5 
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Mit der Definition von dw in 88:5.2(a) und von div X in 3.3 (a) folgt 
du = ),(-1)" UYTE)Nda!n...ndain... Ada” 


=1 
= DENT AYGE) de Ada! n...ndain...Nda” 
k= 


i=1 
= yAljge) dan" A: Adao* 
i=1 
1 i n 
= & Avad)vade N Ndax 
i=1 
= (divX) um 


Aus der Orthogonalzerlegung 

(«) X = av+Y mit (Yv)=0, a=(X,v) 

und der Identität in (a) ergibt sich für vı,...,m-ı € OD 
w(v1,...,Un-1)=UM(Xp,V1,:..,Un-1)=uM(a(p) vp + Yp,v1,...,Un-ı), 


also w= aus = (X,v)us. Mit dem Integralsatz von Stokes 8 8:5.6 folgt 




















[divx dv” = [(divX)um = [dw [w [&Kv)us 
D D D 8D 8D 
= RA. 
öD 


(c) Der Gaußsche Integralsatz für Lorentz-Mannigfaltigkeiten. Sei D 
ein stückweis glatt berandetes Gebiet mit kompaktem Abschluss in einer n- 
dimensionalen Lorentz-Mannigfaltigkeit M. Das äußere Einheitsnormalenfeld 
v sei in jedem regulären Randpunkt entweder zeit- oder raumartig. Dann gilt 
für jedes Vektorfeld X € VM 


fürx dv" = I Ave. 


D öD 


Ein typisches Beispiel eines solchen Gebiets D ist ein von einem zeitartigen Vek- 
torfeld und einer raumartigen Scheibe erzeugtes Flussröhrenstück, vgl. 88:5.6. 
Für ein solches ist das Einheitsnormalenfeld auf Boden und Deckel zeitartig, 
auf der Mantelfläche raumartig. 


Der BEWEIS geschieht wie im Riemannschen Fall (b) durch Zurückführung auf 
den Satz von Stokes für stückweis glatt berandete Gebiete, wobei in der Ortho- 
gonalzerlegung (x) jetzt a = (X, v)/(v,v) gesetzt wird. 


Kapitel III 


Mathematische Grundlagen der Allgemeinen 
Relativitätstheorie 


Der für dieses Kapitel benötigte mathematische Apparat, die Differentialgeome- 
trie von Lorentz-Mannigfaltigkeiten, ist in 88 und 89 bereitgestellt. Nicht jede 
Leserin und jeder Leser wird die Geduld und die Zeit mitbringen, diesen nicht 
sehr schwierigen, aber doch umfangreichen Stoff gründlich zu studieren. 


Um einen ersten Überblick über die Grundkonzepte der Relativitätstheorie 
zu gewinnen, kann der folgende kürzere Einstieg reichen: Aneignung der Be- 
griffe Mannigfaltigkeit, Tangentenvektor, Vektorfeld in 88 sowie deren Eigen- 
schaften, ohne auf die Beweise und spezielle Formeln einzugehen (Unterab- 
schnitte 1.1, 2.1, 3.1). Dasselbe Verfahren schlagen wir vor für die Begriffe 
Minkowski-Raum, Lorentz- und Riemann-Mannigfaltigkeit, kovariante Ablei- 
tung, Krümmung, Parallelverschiebung, Geodätische in 89 (Unterabschnitte 1.1, 
2.1, 2.2, 3.1, 3.2, 3.4, 4.1, 4.2) und Tensoren (88:4.1-4.2, 89:3.1-3.4); Letztere 
werden nicht von Anfang an benötigt. 


Hiermit, gestützt auf physikalische und geometrische Intuition, sollte ein ers- 
ter Durchgang durch dieses Kapitel möglich sein. Hierbei wird gelegentliches 
Zurückblättern nach 88 und 89 unvermeidlich sein, und nicht jedes Detail wird 
gleich vollständig verstanden werden können. 


810 Grundkonzepte der Relativitätstheorie 


Die Allgemeine Relativitätstheorie ist im Wesentlichen eine Theorie der Gra- 
vitation. In dieser bilden Raum, Zeit, Trägheit und Schwere die Aspekte eines 
Objekts, des Gravitationsfeldes. Dieses ist gegeben durch die Lorentz-Metrik 
einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit; wir sprechen von einer Raumzeit. Die 
Beziehung zwischen dem Gravitationsfeld und der Materieverteilung wird durch 
die Feldgleichung hergestellt. Ihr Inhalt lässt sich grob wie folgt beschreiben: 


e die Materieverteilung bestimmt die Krümmung des Gravitationsfeldes, 


e das Gravitationsfeld bestimmt die Bewegung der Materie. 


In der mathematischen Darstellung der Relativitätstheorie erscheinen physi- 
kalische Grundkonzepte in Gestalt von Definitionen (wir vermeiden das etwas 
streng wirkende Wort Axiom). Anders als bei rein mathematischen Definitio- 
nen steht hinter solchen Begriffen ein umfangreiches Erfahrungsmaterial, dessen 
Darstellung aus Platzgründen hier etwas zu kurz kommt. Für den physikalischen 
Hintergrund empfehlen wir D’INVERNO [81] 9, 10. 
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1 Die Geometrie des Gravitationsfeldes 


1.1 Raumzeiten, materie- und lichtartige Teilchen 


(a) In der Relativitätstheorie gibt es zwei universelle Konstanten, die Licht- 
geschwindigkeit c und die Newtonsche Gravitationskonstante G. Diese 
haben die Werte 


c= 2.998 - 10'° cm-s!, G=6.673:10°® cm? .s?.g!. 


Häufig werden geometrisierte Einheiten verwendet, bei welchen die Licht- 
geschwindigkeit und die Gravitationskonstante den dimensionslosen Wert 1 er- 
halten. Jede Einheit kann dann mit Hilfe der Gleichungen c=G=1 als eine 
Potenz der Zeit-, Längen- oder Masseneinheit ausgedrückt werden. Hierbei er- 
geben sich folgende Entsprechungen: 


182 2.476:10°° s = 7.426 10°” cm, 
z.B. für die Sonnenmasse 
1.989 - 10° g 2 4.925: 10 °° sZ 1.477: 10° cm. 


(b) Unter einer Raumzeit verstehen wir eine zusammenhängende, zeitorien- 
tierte, vierdimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit M mit einer Lorentz-Metrik 
g = (:-,:) der Signatur (-+++), vgl. 89:2.1. Die Punkte von M heißen 
Ereignisse. 


Wir erinnern an die Zukunftskegel IE, In JE < T,M der zeitartigen, kau- 
salen und lichtartigen Vektoren, vgl. $9:2.2 (a). 


(c) Unter Materieteilchen oder materieartigen Teilchen einer Raumzeit 
M verstehen wir zukunftsgerichtete, zeitartige Kurven auf offenen Intervallen 
a:I—>M mit ||ä|| = c, also mit 
(&r),&(r))=-c? und ä(r) € Le für rEI. 

Der bis auf Translationen eindeutig bestimmte Parameter r ist die Eigenzeit 
(proper time) des Teilchens. Kurven 7 > a(r) und + a(r — ro) mit 
To € R sehen wir als das gleiche Teilchen an. Die Ausführung von Parameter- 
transformationen r + T — To bedeutet also Stellen von Uhren. Jede von einem 
Materieteilchen mitgeführte gute Uhr (z.B. eine Atomuhr, vgl. [81] 2.12) zeigt 
nach geeigneter Skalierung die Eigenzeit an. 

Materieteilchen modellieren die Lebensgeschichte von Körpern, deren Ausdeh- 
nung, innere Struktur und Beitrag zum Gravitationsfeld vernachlässigt werden 
kann. Was als Materieteilchen angesehen werden kann, hängt vom betrachteten 
Raumzeitmodell ab, ähnlich wie beim Begriff des Massenpunkts in der klas- 
sischen Mechanik. So kann z.B. in einem kosmologischen Modell die Sonne als 
Materieteilchen angesehen werden. Da der Zeitbegriff an Materieteilchen gebun- 
den ist, ist Gleichzeitigkeit verschiedener Ereignisse nicht wie in der klassischen 
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Mechanik a priori definiert, sondern 
muss erst durch Übereinkunft festge- 
legt werden, etwa mittels Radarecho, 
siehe 1.2 (b). 

Für Materieteilchen « definieren wir 
die Vektorfelder längs «, 


& = Vierergeschwindigkeit, 

& = Viererbeschleunigung. 
Wegen (a,4) = —c? gilt (4,ä) = 0. 
Ein Materieteilchen « heißt frei fal- 


lend, wenn es eine Geodätische ist, 
& = 0 (89:4.2). 


Frei fallende Teilchen bewegen sich hiernach auf „geradesten“ Linien der durch 
die Materieverteilung des Weltalls bestimmten Raumzeit-Geometrie. In der 
Newtonschen Mechanik bedeutet dagegen freier Fall gleichförmige Bewegung 
auf einer Geraden in der a priori vorgegebenen euklidischen Geometrie. Dass in 
die Differentialgleichung frei fallender Teilchen die Masse nicht eingeht, trägt 
den Experimenten von Eörvös (1906) Rechnung, wonach schwere und träge 
Masse identisch sind. Beispiele für frei fallende Teilchen sind näherungsweis vom 
Baum fallende Äpfel, künstliche Satelliten und Raumschiffe mit abgeschaltetem 
Antrieb. 


(d) Unter lichtartigen Teilchen ver- 
stehen wir zukunftsgerichtete, lichtarti- 
ge Geodätische y: I — M. Für diese 


gilt also 
3=0, (43)=0 
und 
Y(s) € I, \ 10} für sel. 
Lichtartige Teilchen s — Y(s) und Y 


s Y(s- so) mit so € R sehen wir 

als identisch an. 

Für lichtartige Teilchen lässt sich wegen (%,%) =0 keine Eigenzeit-Parametri- 
sierung festlegen. Die Parameter zweier lichtartigen Teilchen mit gleicher Spur 
sind jedoch nach 89:4.2 (a) durch eine lineare Transformation s> As+ u mit 
Konstanten A > 0 und u verbunden. Lichtartige Teilchen sind z.B. Photonen, 
näherungsweise Neutrinos und die hypothetischen Gravitonen als Träger der 
Gravitationswechselwirkung. 

Ein Lichtstrahl zwischen zwei Ereignissen p,q € M ist gegeben durch y([a, b]), 
wobei y: I —M ein lichtartiges Teilchen und [a,b] C I ein kompaktes Inter- 
vallmit p = Y(a), q = Yy(b) ist. 
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(e) Unter einer Minkowski-Raumzeit verstehen wir einen affinen Raum 
A mit einem 4-dimensionalen zeitorientierten Minkowski-Raum V,(.,.) als 
Richtungsvektorraum, vgl. 88:1.2(e). Dieses Konzept der Speziellen Relati- 
vitätstheorie beschreibt nach $9:3.4(c) eine Raumzeit mit verschwindendem 
Krümmungstensor. Nach 88:2.1 (d) können alle Tangentialräume 7, A mit dem 
Richtungsvektorraum V identifiziert werden. Freifallende Teilchen in der Min- 
kowski-Raumzeit sind Geraden Tr > p+ ru mit pe A und einem zukunftsge- 
richteten Vektor u € V der Länge c. Zum Zweck eines etwas einfacheren Kalküls 
ist es ohne Verlust an Allgemeinheit zulässig, den affınen Raum A mit seinem 
Richtungsvektorraum V zu identifizieren. 


(f) BEMERKUNG. Eine stärker physikalisch orientierte Grundlegung der Raum- 
zeitstruktur gaben EHLERS, PIRANI, SCHILD. Bei diesem (mathematisch recht 
anspruchsvollen) Zugang wird die Lorentz-Metrik aus Eigenschaften von Licht- 
strahlen und frei fallenden Teilchen abgeleitet, siehe [74], [102]. 


1.2 Beobachter, Relativgeschwindigkeit und Zeitdilatation 


(a) Unter einem Beobachter in einer Raumzeit M verstehen wir ein Materie- 
teilchen & : 7 — M, auf welchem materie- und lichtartige Teilchen mittels 
Eigenzeitmessungen registriert werden. Wir können uns hierbei einen Physiker 
vorstellen, der in einem mit Uhr, Fernrohr, Teilchendetektor, Funk, Radar und 
Spektrometer ausgestatteten Labor Messungen ausführt. Ein Beobachter kann 
z.B. Funksignale von einem Raumschiff und Lichtsignale von einem entfernten 
Stern empfangen (Figur links). Weiter kann er mittels Radarecho Schlüsse über 
die relative Lage von benachbarten Teilchen 3 ziehen, z.B. die Entfernung zwi- 
schen Erde und Mond aus der Laufzeit von Radarsignalen bestimmen (Figur 
rechts), was wir im Folgenden ausführen. 
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(b) Für einen Beobachter ©: I — M betrachten wir das in der rechts stehen- 
den Figur skizzierte Radarexperiment mit den Ereignissen: Aussendung eines 
Lichtstrahls in «(rı), Reflexion ing € M, Empfang des reflektierten Lichtstrahls 
in a(r2) mit r2 > rı. Wir zeigen dass Beobachter mit Hilfe des Radarechos 
das Lorentz-Skalarprodukt bestimmen können. 


Zunächst betrachten wir das Radarecho in einer Minkowski-Raumzeit A mit 
Richtungsvektorraum V für einen Beobachter r> a{r)=p+rumitpe A 
und einem zukunftsgerichteten Vektor u € V mit ||u|| = c. Für einen außerhalb 
dieser Geraden liegenden Reflektionspunkt q&€ A sind die verbindenden Licht- 
strahlen Geraden s> Yi(s) =q+svi mit (vi, v;) = 0. Für die Parameterwerte 
s; mit a(rn) =g+sivVi (i= 1,2) ergibt sich unter Verwendung der Abkürzung 
v:=q-p 
g+ su = Yılsi) = aln) =p+ nu, 











SU = ptrTTNuUu-g= nu-v, 
0 = (su,5V) = (Hnu-vV,nUu-v) 
== ri; (u, u) = 2r;(u,v) + (v,v) 


= - er -2% (u,v) + (v,v) 





= — (eri + (u, v)” + (u,v)? + (w,v), 
also 
crı2 = -(wv) FF ı/(u,v)’ + (v,v), 
und damit 
vv) = - nn, (uv) = - sc(r +n). 


Der Beobachter kann also die Skalarprodukte (u, v), (v, v) für jedes benachbarte 
Freignis g=p-+v mit Hilfe des Radarechos bestimmen. Weiter kann mittels 
Radarecho festgelegt werden, welche Ereignisse q als mit p gleichzeitig angese- 
hen werden sollen. Als einfachste Möglichkeit bietet sich die 1904 von POINCARE 
vorgeschlagene Übereinkunft an, alle Ereignisse q € A als mit p simultan anzu- 
sehen, für welche ı +72 =O0 gilt. Für den Beobachter « ist die Gesamtheit der 
mit p simultanen Ereignisse damit durch den affinen Teilraum p-+ u gegeben, 
genannt die Simultanebene von p. Der Raum ul = «&(0)* ist nach 89: 1.1 (d) 
ein dreidimensionaler raumartiger Teilraum des Tangentialraums 7,A = V, ge- 
nannt die Ruhebene (rest space) des Beobachters a an der Stelle p = «(0). 


Als Abstand zwischen den für @ simultanen Freignissen pund qg=p-+v mit 
veut ergibt sich dist(p,g) := ||v|| = era. 
Analoge Beziehungen gelten für beliebige Raumzeiten: 


Satz vom Radarecho. Es sei @: I — M ein Beobachter in einer Raumzeit 
M und S=a(l) dessen Spur. Die Kurve a: I—M sei injektiv undK CI 
sei ein kompaktes Intervall. Dann gilt: 
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(i) Es gibt Umgebungn UCVCM 

von a(K) und C”* -Funktionen Tı, Ta 

auf U\S mit Tı< Ta, so dass jedes a(Ta(q)) 
Ereignis q& U\S mit den Ereignissen 

a(Tı(g)), a(T2(g)) durch eindeutig be- 

stimmte Lichtstrahlen in V verbunden 

werden kann. 


(ii) Die Funktion 3 (Tı+Tr) lässt sich q 
zu einer OX-Funktion T:U—R fort- 
setzen, und fürr € I mita(r) EU gilt 
a(Tı(q)) 
T(a{r))=r, Yılsa, =-Aäf(r). g 
(ii) Sei fürr € I,p:=«a(r) € U und 
ve TpM ein von a(r) linear unabhängiger Vektor. Für jede Kurve s > ß(s) 
in M mit 8(0)=p, ß(0) =v gilt dann 


(vv) = -Iim 5 (Tı(B(s)) - Tp)) (T2(8(s)) - TP)). 


s>0 5 


Der BEWEIS beruht auf der Anwendung des Umkehrsatzes auf die erweiterte 
Exponentialabbildung 

TMO>MXM, (4w)> (qexp,(w)). 
Siehe hierzu O’NEILL [64] 5.6, 5.7, HAwKING-ELLIS [75] Prop. 4.5.1, 
Für re Imit p= a(r) € U gilt nach Satzteil (ii) T(p) = r und VT], 
ist ein zeitartiger Vektor. Nach geeigneter Verkleinerung der Umgebung U ist 
daher die Niveaumenge D- := {ge U|T(g)=r} eine dreidimensionale raum- 
artige Untermannigfaltigkeit von M mit T,%- = ar)". Wir vereinbaren wie 
im vorher betrachteten Spezialfall, die Ereignisse in der Niveaumenge %- als 
mit p= «a(r) simultan anzusehen und nennen %- eine Simultanfläche des 
Beobachters «@. Wir bezeichnen auch im allgemeinen Fall die Tangentialebene 
T,%r = a{r)"< T,M der Simultanfläche als Ruhebene des Beobachters a an 
der Stelle p= «afr). 
(c) Für viele Zwecke reicht das Konzept des momentanen Beobachters in 
einer Raumzeit M aus. Hierunter verstehen wir ein Paar (p,u) mitpe M und 
einem zukunftsgerichteten Vektor u € T,M mit (u,u) = —c?; dabei können 
sowohl cgs-Einheiten als auch geometrisierte Einheiten mit c = 1 verwendet 
werden. Für jeden Beobachter ©: I — M ist z.B. das Paar (a({r),&(r)) für 
jedes r € I ein momentaner Beobachter. 
Für momentane Beobachter (p,u) legen wir analog einen lokalen Begriff von 
Raum und Zeit fest durch Auszeichnung der dreidimensionalen Ruhebene 
u" c T,M als Raum, und Ru = Span{u} C T,M als Zeitachse. Jeder 
Vektor ve T,M besitzt nach $9:1.1(d), angewandt auf den zeitartigen Ein- 
heitsvektor = c"!u eine eindeutig bestimmte orthogonale Zerlegung 
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v = v’u+ü mit VER, deu" 
in den Zeitanteil v® und den Raumanteil 0. Es gilt (u, v) = (u, vu+ v) = 
v (u, u) = — v°c?, also 

v=-c"u,v). 


(c) Wir nehmen an, das sich in einer Minkowski-Raumzeit A ein Beobachter 
tr a(r) =p+ru und ein materie- oder lichtartiges Teilchen t > ß(t) = p+tv 
im Ereignis p € V treffen. Der Beobachter « nimmt die Raum-Zeit-Zerlegung 


B(t) — 80) = (B°(t) — B°(0))u + (BCt) — 8(0)) mit BAt) - B(0) € ut 


vor, und definiert den relativen Geschwindigkeitsvektor von im Ereignis 
p als den Quotienten 


FRE beobachtete Differenz der Positionen BA) - 8(0) Be | 5 
"7 peobachtete Differenz der Zeiten Ba)-Bl0) ww 
Wegen ue I}, v = 3(0) € I7,\ {0} 
gilt nach 89:2.2(b) v cu, v) 


>0.Asv = v(ut ): Een 
und (u,u) = -c? folgt 





(v,v) = vv (u+ Üer, ut Ürcı) 


= vv" (- + örcıll?) ; 





Ist das Teilchen 8 lichtartig, (v,v) = 
(6(0), (0)) = 0, so ergibt sich 


lörell = ©; 








der Beobachter a misst von 8 die Lichtgeschwindigkeit c als Relativgeschwin- 
digkeit. . Ä 
Ist das Teilchen 8 materieartig, (v,v) = (8(0), 8(0)) = —-c?, so erhalten wir 
mit 0’ = -c*(u,v) 

> 112 4 

ee ee 

< (u, v) 
der Beobachter & misst von B also eine Relativgeschwindigkeit unterhalb der 
Lichtgeschwindigkeit c. In diesem Fall ergibt sich durch Vertauschen der Rollen 
von a und ß, dass ß von a dieselbe Relativgeschwindigkeit beobachtet. 
Wir notieren noch 
ee (u,v) _ 1 = U+ Ürel 





2 Se ES OS _ nr mZ 
. 1 (ell/e)? 1 (eall/e)? 


mit dem Lorentz-Faktor 1//1- (||%eıll/c)? (LORENTZ 1895). 
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(d) Es seien a ein Beobachter und ß ein Materieteilchen in einer Minkowski- 
Raumzeit A, die sich in p€ A treffen, 0.B.d.A. p= «(0) = ß(0). 

Unter der Synchronisierung von ß 
durch den Beobachter «& verstehen wir 
die Zuordnung + t=h(r), (|r| < 1) 
von Eigenzeiten derart, dass ß(h(r)) 
und «a(r) für den Beobachter «& simul- 
tane Ereignisse sind, 


B(h(r)) - a{r) € ar)“, 





a(r) 


bzw. 
(Blhr)) = a{tr),alr)) = 0. 
Durch Differentiation folgt 


0 = 4 (Blh(r)) - a(r),ä(r)) 
= (h(r) öCh(r)) - &r),&lr)) + (Blh(r)) - a{r),äfr)). 


Mit u:= (0), v := ß(0) ergibt sich für r=0 
0 = (h(0)v — U, u) = h(0)(v, u) - (u,u) = h(0)(v,u) +c®. 
Die Zeitdilatation bei der Synchronisierung r > t = h(r) ist somit 


im Eigenzeit 7 des Beobachters a 
r=0 Eigenzeit t= h(r) des Teilchens 8 
T 1 2. Wo) 1 


lim - ——————— 
Too h(r)  h(0) 2 1- (all/e)? 








unter Verwendung von (x). Auch hier können die Rollen von a und $ vertauscht 
werden. 


(e) Die Begriffe relativer Geschwindigkeitsvektor und Zeitdilatation sind auch 
sinnvoll, wenn 3:1 — M ein beliebiges materie- oder lichtartiges Teilchen in 
einer Raumzeit M und (p,u) ein momentaner Beobachter in M ist, der 8 im 
Ereignis p = ß(to) trifft, 0.B.d.A. to = 0. Hierzu betrachten wir die Konfigura- 
tion der beiden Teilchen infinitesimal nahe p, d.h. wir ersetzen ß durch dessen 
Tangente t > ß(t) = tv mit v := £(0) im Minkowski-Raum T,M, und den 
momentanen Beobachter durch die Gerade r > &(r) := ru € T,M. Dann ist 
gemäß (c) der relative Geschwindigkeitsvektor von ß beobachtet von & 


= li, = : d = 
da mit v= 7 B2(0) = B(0) 


definiert und damit auch die Zeitdilation als Lorentz-Faktor 1/ı/1-- (||%eıll/c)? : 
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1.3 Aufgaben 


(a) Gleichförmig beschleunigte Materieteilchen. Es sei A eine Minkow- 
ski-Raumzeit und eo, eı, ea, ea eine Orthonormalbasis des Richtungsvektorraums 
V mit zukunftsgerichtetem zeitartigem Vektor eo (89:11), mE R,g>0. Zei- 
gen Sie, dass die Hyperbel in A 


rt alr) = F [sinn(2 (r - 0) eo + cosh (2 (r - ”)) ei| 


ein Materieteilchen mit konstanter Viererbeschleunigung ist, ||ä|| = g, und dass 
sich alle Normalen in Richtung des Beschleunigungsfeldes & in einem Punkt 
schneiden. 


(b) Das Zwillingsparadoxon. Es seien & und 8 zwei Beobachter in einer 
Minkowski-Raumzeit A, genannt die Zwillinge Alexander und Bert. Alexander 
reist in einem Raumschiff mit gleichförmiger Beschleunigung ins Weltall und 
Bert bleibt unbeschleunigt auf der Erde. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass 
Alexander nach der Rückkehr jünger als Bert ist, d.h. 


Reisezeit T gemessen von & < Reisezeit To gemessen von ß. 
Wir dürfen annehmen, dass 
B(t) = (ct + bo)e€o + bıeı 


mit einer Orthonormalbasis eo, eı,e2,ez von V 
wie in (a), und Konstanten bo, bı. Wir wählen 
a als Bahn konstanter Beschleunigung g, und 
können nach Stellen von Uhren erreichen 


a(0) = (0), a{T) = B(Th). 
Für die Werte 
g = 19.084 cm/s”, To = 5 Jahre, 





sind die Reisezeit 7’, der maximale Abstand d von a und ß, und die relative 
Geschwindigkeit vrei = ||Üreı|| bei der Rückkehr zu bestimmen. Zeigen Sie 


T=0.9996T5, d= 5.927: 10km, We=0.lc. 


Zur Kontrolle: Aus «{0) = (0) ergeben sich die Gleichungen (1),(2): 
2 2 
bo = — s sinh (3°) ‚ b= Z cosh (2) ; 
g ce g ce 
und aus «(T) = ß(To) die Gleichungen (3),(4): 


2 2 
Hin se sinh (3 (T - 0) ‚ b= — cosh (2 (T - ”)) A 
g ce g ce 
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Die Gleichungen (2),(4) liefern 10 = T — ro bzw. T = 270, und mit den Glei- 
chungen (1),(3) folgt 


1/2 
2c c 2c c 2C 2C 


Der maximale Abstand d von & und ß wird in den für beide Beobachter si- 
multanen Ereignissen «(T/2) = (c?/g)eı und 8(To/2) = bıeı angenommen, 


168) - [ee] - Sa 


= B(To) =co, v:=AälT)=c [cosh (2) eo + sinh (Z) ei] 


folgt nach 1.2 (c) für den momentanen Beobachter (B(To), ß(T»)) 


v’ = cosh (Z) ‚ d=csinh (2) ei, 
c c 
ctanh (£) . 
c 


1.4 Masse und Energieimpuls von Teilchen 











Mit 








® 
v0 











Vrel | Ürel | | 


(a) Materieteilchen 8: J — M in einer Raumzeit M besitzen eine konstante 
Masse (Ruhemasse) m > 0. Energie und Impuls haben jedoch in der Relati- 
vitätstheorie eine andere Bedeutung als in der klassischen Mechanik. 

Der Energieimpuls von £ ist definiert als das Vektorfeld längs ß: 


P:= mß. 


Ein momentaner Beobachter (p, u) an der Stelle (to) = p (o.B.d.A. to = 0) zer- 
legt den Energieimpulsvektor P(0) von nn in einen Zeit- ad einen Raumanteil, 


P(0) = c°?Eu+P mit Pe 
Nach 89:2.2 (b) gilt mit v := 
E = -(u,P(0)) = -m(u,v) > 0. 


E ist die Energie und P der Impuls von f, gemessen vom Beobachter (p, u). 
Wegen (u,u) = (vv) =-c? und P Lu folgt 


-c?m? = (mv,mv) = (P(0), P(0)) = (C?Eu+P,c?Eu+P) 
cE*(u,u) + (P,P) = -c?E? + ||P|? 





also 


(*#) E? = cm? + || Pl? (Emsrtem 1905). 
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Die Größen E und P lassen sich mit Hilfe der Relativgeschwindigkeit de aus- 
drücken: Nach (x) in 1.2 (c) gilt 
c°’Eu+P = P(0) = mv = —— ln _ (u+ de). 
1 <- (örcıll/e)? 


Wegen der Eindeutigkeit der Orthogonalzerlegung folgt daraus 





2 _ 
me > Mel 


7— B) P za 5 
vi (löell/e) vi (löell/ec) 


Entwicklung der Wurzel in eine Binomialreihe ergibt 


1 ei” Mes 
E=mefi+ al, = me + small” +... 


Diese Beziehung macht den Unterschied zwischen dem relativistischen und klas- 
sischen Energiebegriff deutlich. Der Beobachter interpretiert das erste Glied auf 
der rechten Seite als Ruhenergie des Materieteilchens, und das zweite als ki- 
netische Energie im Sinne der klassischen Mechanik. 


(b) Für lichtartige Teilchen 4: J— M wird der Energieimpuls erklärt durch 
P=}%. 
Ein momentaner Beobachter (p,u) an der Stelle p = (so) (0.B.d.A. so = 0) 


ordnet dem Teilchen durch die Raum-Zeit-Zerlegung (a) die Energie E und 
den Impuls P zu: 


P(0) = c°?Eu+P mit Peut, 
Analog zu (a) ergibt sich 
E = -(P(0),u) > 0, 
und 
0 = (4(0),y(0)) = (P(0), P(0)) 
_ (c?Eu+P,c”Eu+P) = CP? (u,u) + 2]? 
= -e2E2 + JB]. 


Diese zu Materieteilchen analoge Begriffsbildung ist motiviert durch den Teil- 
chen-Welle-Dualismus, ausgedrückt durch die Einstein-de Broglie-Beziehung 


E=hv, P= hk, (EINSTEIN 1905, DE BROGLIE 1924), 


(h = PLANCKSCHES Wirkungsquantum, k = Wellenvektor der Materiewelle). 


Die Beziehung E = c||P|| legt nach der Gleichung (x) nahe, lichtartigen Teil- 
chen die Masse m = 0 zuzuordnen. 
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(c) Unter einer Teilchenkollision im Bı Ba Ba 
Ereignis p€ M verstehen wir eine Kol- 

lektion von einlaufenden materie- oder 

lichtartigen Teilchen 


@1y.:.,Q@m : |-&,0] > M Ai 
und auslaufenden Teilchen 

Bıy..., nm : [O,eE[> M 
mit (0) = 5;(0)=p (i=1,...,m, A ei 


j=l...,n,e>d). 


Der Satz von der Energieimpuls-Erhaltung bei unelastischer Teilchenkolli- 
sion im Ereignis p lautet 


m E n 
> Pr ne 2) DB , 
i= J= 


hierbei ist Pr ET, pM der Energieimpuls-Vektor des einlaufenden Teilchens 
a; an der Stelle p = «;(0) und P/"* € T,M der Energieimpuls-Vektor des 
auslaufenden Teilchens 8; in p = ß;(0). Dieser Erhaltungssatz ist eine durch 
zahlreiche Experimente gesicherte Tatsache. 

Ein momentaner Beobachter im Kollisionsereignis p misst daher nach (a),(b) 


m n m n 


= Ep” Be: = Be = Pe” Ben > Ben . 

i=1 jel i=1 jel 
(d) AUFGABE. Zeigen Sie: Für die unelastische Kollision zweier einlaufender 
Materieteilchen a&ı,@2 mit Massen mı,ma und einem auslaufenden Teilchen 8 
der Masse m besteht die Beziehung 


meer EU, OL 
1 -- (Wrei/c)? 
wobei vrei = ||Üreı|| die relative Geschwindigkeit von aı und aa ist. Für diese 
gilt nach 1.2 (c) (*) 
2 _ _ (&1(0), &2(0)) 
1- Wal? @ 


(e) BEMERKUNG. Eine einheitliche Beschreibung des Energieimpulses von ma- 
terieartigen und lichtartigen Teilchen lässt sich durch folgende modifizierte Teil- 
chendefinition erhalten: Ein Teilchen der Masse m > 0 ist eine zukunftsgerich- 
tete Kurve s + ß(s) in der Raumzeit mit (dß/ds, dß/ds) = — m?c?, ihr Ener- 
gieimpuls ist das Vektorfeld P = dß/ds. Materieartige Teilchen sind durch 
m >0, lichtartige Teilchen durch m = 0 und B=0 gekennzeichnet. Den mate- 
rieartigen Teilchen sind durch «({r) = ßB(r/m) materieartigen Teilchen im Sinne 
von 1.1(c) zugeordnet und es gilt P(r/m) = mäfr). 
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1.5 Rotverschiebung 


Gegeben seien zwei Beobachter ao, aı 

in einer Raumzeit M und ein Licht- 

strahl $ zwischen den beiden Ereignis- p 
sen po = a@o(T0), pı = aılto), wobei 
wir 9=to=0 annehmen. 

Der Rotverschiebungs-Parameter wird 
auf zwei Weisen eingeführt. Bei der 
ersten Definition verwenden wir die 
Einstein-Relation E = hv, bei der 
zweiten synchronisieren wir die beiden 
Beobachter durch verbindende Licht- @o aı 
strahlen. 


(a) Der Lichtstrahl 5 sei durch ein Stück y : [0,a]l > M eines lichtartigen 
Teilchens repräsentiert, es gilt also po = @o(0) = y(0) und pı = aı(0) = (a). 
Die beiden Beobachter ao, aı messen gemäß 1.4 (b) von dem Lichtteilchen an 
den Stellen po, pı die Energien Eo, Eı. Nach der Einstein-Relation gehören zu 
diesen Energien die Frequenzen vo,vı mit 


Po 


2 0 = ; Er __ 1, i 
= = -+.650),6000)), = = - 7 6la),6u00)), 
wobei h das PLANCKSCHE Wirkungsquantum ist. 
Der Rotverschiebungs-Parameter z von (a0,po) und (aı,pı) ist definiert 
durch die relative Frequenzänderung 


„an _ m _,_ GO.) _ 5, 


vi vi (Y(a), &1(0)) 
Diese Zahl ist unabhängig von der den Lichtstrahl darstellenden Geodätischen 
y, denn für eine andere Darstellung + : [D,a«] > M von 5 folgt nach 1.1 (d) 
y(s) = (bs) mit b= a,J/a, 


woraus sich %(s) = b/j.(bs) und damit die Gleichheit der Skalarprodukt-Quo- 
tienten ergibt. 

Rotverschiebung im engeren Sinn bedeutet, dass die empfangene Frequenz vı 
kleiner als die ausgesandte Frequenz vo ist, d.h. z > 0. Bei der kosmischen 
Hintergrundstrahlung beträgt z.B. der Rotverschiebungs-Parameter z = 1089. 


(b) Wir synchronisieren @o und aı durch einen C°-Diffeomorphismus 


h:I—J 


(I, J Intervallumgebungen von 0), indem wir fordern, dass ao(r) und aı(h(r)) 
für rE I durch genau einen Lichtstrahl $S- verbindbar sind. 
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Die Eigenzeit-Verzerrung 2syn die- (h(r)) 
& T 
ser Synchronisierung definieren wir a 
durch «@ı(0) 
1+ 2syn := im —I = h(0). 2 
Too T 
Die Eigenzeit-Verzerrung stimmt mit 
dem Rotverschiebungs-Parameter 
überein: 


ao(r) 
«ao(0) 
SATZ. Es gilt z= Zeyn- 
ao aı 
BEwEIS. 


Für r € I stellen wir den Lichttstrahl $- dar durch das die Ereignisse «o(T) 
und aı(h(r)) verbindende lichtartige Teilchen - : [0,1] > M. 


Die Abbildung 
A:O,1xI>M, (s,rT)+ A(s,r) :=Yr(s) 
ist differenzierbar und hat die Eigenschaften 
A(0,7r) = a(r), All,r) = aılh(r)), 
s> A(s,r) = Y+(s) ist ein lichtartiges Teilchen. 


nn 





Da die Schar {yr} aus lichtartigen Geodätischen besteht, ist nach 89:5 (a) 


 Mr(s) OA 








s > X(s) := Fr En 3, (80) 
ein Jacobi-Feld längs Y := Yo. Weiter gilt 
OA : 
X.(0) 30 0) — &o(0), 
0A : ; 5 
Au) = 571,0) = (a1 oh)'(0) = h(0) &1(0), 
OA 2 { 2 : i 7 
IFen\| = 1-01? = or) =0 für rel. 








Nach dem Gauss-Lemma 89:5 (c) ist (X, ’y)n konstant, also gilt 


(&0(0),(0)) = (X (0),5(0)) = (KD,(1) = h(0)(a1 (0), FM), 


und damit 














ige 00 Ir he Di: 
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(c) Ein Modell für ein terrestrisches Rotverschiebungsexperiment. 
PounD und REBKA führten 1960 ein Experiment zur Messung der Rotver- 
schiebung durch, bei welchem y-Strahlen von einem Emitter am Boden eines 
Turms zu einem Absorber in der Spitze des Turms gesandt wurden. Der Ab- 
stand von Emitter und Absorber betrug h = 22.6m. Für den Versuchsaufbau 
siehe MISNER-THORNE-WHEELER [86] 8 38.5, WEINBERG [119] 3.5. 


Wir beschreiben die Konfiguration in einer Minkowski-Raumzeit V und bestim- 
men den Rotverschiebungs-Parameter z von (@0,po) und (aı,pı) für den Emit- 
ter @o und den Absorber aı; 0.B.d.A. sei ao(0) = po. Hierzu fixieren wir 
einen frei fallenden Beobachter 8 mit p := ß(0) nahe po und pı.. Wir wählen 
eo =Uu:= ß00), einen zur Erdoberfläche senkrechten Einheitsvektor eı € u*, 
und ergänzen diese zu einer ONB eo,eı,e2,e3 von V. 


Es ergibt sich : 


(1) Der Beobachter 8 wird durch die 
Gerade r + Teo dargestellt. 

(2) po = - hoeı für ein ho € ]0, h| bei 
geeigneter Wahl vonpeV. 

(3) Der von po = @(0) ausgesandte 
y-Strahl ist gegeben durch die Gerade 
s + Y(s) = seo + (s - ho)eı. 

(4) Der Emitter ao ist die um den Vek- 
tor — hoeı verschobene Hyperbel a von 
Aufgabe 1.3 (a), und der Absorber aı 
ist die um hıeı = (h - ho)eı verscho- 
bene Hyperbel «. 





Denn ao und aı bewegen sich relativ zu 8 mit konstanter Erdbeschleunigung g 
nach oben (also in der linken Figur nach rechts). Die Gerade / trifft die Hyperbel 
aı in genau einem Punkt pı. Für den zugehörigen Rotverschiebungs-Parameter 
z ergibt sich unter der Annahme |z| «1 


2 gh 
l+z2 &' 


ZN 





Der Wert 
z = gh/c?” = 981 - 2260/(2.998 - 10'°)” = 2.466 - 10°"? 


wurde in diesem und in nachfolgenden Experimenten mit ansteigender Genauig- 
keit gemessen. Für eine andere Ableitung dieses Resultats siehe 1.8 (f). 

Hätten wir das erdfeste Labor und damit den Emitter und den Absorber als 
frei fallend angenommen, so wären ao und aı parallele Geraden (rechte Figur), 
und es würde sich der Wert z = 0 ergeben. 
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1.6 Trägheitsachsen 


(a) Sei a ein Beobachter in einer Raumzeit M. Unter einer Trägheitsachse 
(Kreiselachse) von a verstehen wir ein Vektorfeld X längs a mit den Eigen- 
schaften 


o 


(«) X =0 und (X,a) = 0, 
wobei X = DX/dr die kovariante Ableitung von X längs a ist ($9:4.1) und 
YrY=Y+Yo&, Va—Va 


die punktweise ausgeführte Projektion auf die Ruhebenen von a, vgl. 1.2 (b). 
Durch die Gleichungen (*) wird die räumliche Fixierung des Vektorfeldes X 
in den Ruhebenen des Beobachters a beschrieben. Eine Trägheitsachse kann 
durch einen Kreiselkompass realisiert werden, wobei die Kreiselachse mit dem 
aufspannenden Vektor identifiziert wird. 


Wir geben den Gleichungen (x) die Gestalt einer modifizierten Parallelverschie- 
bung längs a, die wir in der Form DFX = 0 schreiben. An den hierzu ein- 
zuführenden Differentialoperator 


DF:Va- Va 
stellen wir die Forderungen: 
(1) D" ist additiv und genügt der Produktregel, 
DIXHY) = DX EDV, - DIN = IX JDX; 
2) Dfa=0, 
I) X) =-0— DX=X. 
Satz. Es gibt genau einen Operator DPF: Va — Va mit den Eigenschaften 


(1),(2),(3), genannt die Fermi-Ableitung oder Fermi-Walker-Ableitung 
längs «. Dieser ist gegeben durch 


DFX = X + (X,o)ä - (X,ö)& für X € Va 
und erfüllt die Skalarproduktregel 
(4) (XY)' = (D"X,Y) + (X,D"Y) für X,Yeva. 
(FErMI 1922, WALKER 1932). Vektorfelder X € Va mit D’X = 0 werden 
Fermi-parallel längs « genannt. 


Fermi-parallele Vektorfelder X,Y € Va erhalten nach (4) das Skalarprodukt. 


Ist X € Va Fermi-parallel und gilt (X (ro), &(ro)) =0 zu einem Zeitpunkt ro, 
so ist X eine Trägheitsachse. Denn nach (2), (4) gilt dann (X(r),«(r)) =0 für 


alle Zeiten r und nach (3) it X = DFX =0. 
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Ist der Beobachter frei fallend, so stimmt wegen & = 0 die Fermi-Ableitung 
DFX mit der kovarianten Ableitung X längs «& überein. In diesem Fall ist jede 
Trägheitsachse längs a parallel verschoben. 

BEWEIS. 


(i) Existenz von DF: Der im Satz angegebene Ausdruck für D” genügt den 
Rechenregeln (1)-(4) ([üA] mit Hilfe der Rechenregeln $9:4.1 für die kovariante 
Ableitung längs «). 


(ii) Eindeutigkeit von DF: Sei D”: Va — Va ein Operator mit den Eigen- 
schaften (1), (2), (3). Wir zerlegen jedes Vektorfeld X € Va orthogonal bezüglich 
des Beobachters und setzen c = 1: 


X=X’ä+X mit X’=-(X,6), (K,ö)=0. 
Aus (1), (2) folgt dann mit Y:= X =X +(X,)& 
D’X =. Day eXtat+ XDa+D°Y = Xü+DFyr 





= - (X,ö)'& + DFY. 
Mit (a,d)=-1, (&,&) =0 und (Y,«a) =0 ergibt sich 
0 = (Vi) = (Y,A)+(Y,ä) = (Y,a) + (X,ü), 
also (Y,&) = - (X,ä). Wegen (Y,a) =0 gilt nach (3) D’Y = Y und es folgt 
DFX = DY=Y=-YıY,Wa=Y-(Xäa 
= (X + (X,&)&) —- (X,A)& 
= X + (X,0)'& + (X,o)& - (X,&)&. 


Damit erhalten wir 





DFX = - (X,ö)'a+DFX = X + (X,o)ä - (X, 6) &. 











(b) Satz. Für jeden Beobachter @&: I— M hat das Anfangswertproblem 
D’X =0, X(n) = w 
zu gegebenen To € I, uo € Ta(ro)M genau eine Lösung X E Va. 


Der BEweEIs ergibt sich mit den gleichen Argumenten wie der für parallele Vek- 
torfelder in 89:4.2 (c). 


Jeder Beobachter ©: I — M kann mit einem Orthonormalsystem von Trägheits- 
achsen Eı, Ea, E3 € Va versehen werden, denn nach Fixierung von ro € I und 
Ergänzung von & := c!&(ro) zu einer Orthonormalbasis eo,eı,e2,es von 


Ta(ro) M existieren Fermi-parallele Vektorfelder Eo, Eı, E2, Ez mit E;(To) = ei 
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längs a. Für diese gilt Eo=& und (E;,E;) = (E;(ro), E;(ro)) = (&i,e&;) = Nij, 
somit 


(Ei, E;) = ij für 5321 und (Ei,&) = 0 für 1:21; 


Mit Hilfe der Exponentialabbildung lassen sich hiermit Fermi-Koordinaten in 
einer Umgebung des Beobachters einführen, vgl. 89:4.2 (c). 


(cl) Die Thomas-Präzession. In einer Minkowski-Raumzeit A sei ein Ma- 
terieteilchen & in V der Gestalt 


a(r) = Alte +rcos(wr)eı + rsin(wr) e2) mit A:= (1+r2w2) 72, 


gegeben, wobei eo,...,e3 eine Orthonormalbasis in V mit einem zukunftsge- 
richteten, zeitartigen Vektor eo ist und r,w > 0 Konstanten sind. Die Projektion 
von a auf die von eı, ea, ez aufgespannte Ebene ist eine Kreisbahn 


ä(r) = rA(cos(wr) eı + sin(wr) e2). 


Bei der Bestimmung einer Trägheitsachse X von a reicht es, anstelle der Diffe- 
rentialgleichung D’X = 0 die einfacher zu lösende Gleichung X — (X,ö)& = 0 
zu verwenden. Denn ist diese erfüllt, so folgt 


(X,6)' = (X,&) + (X,&) = (X,6) (&,6) + (X,6) = 0, 


also (X(r),&(r)) = 0 für alle r, falls das zu einem Zeitpunkt gilt. Aus der 
reduzierten DG ergibt sich damit DFX =0. 


Schreiben wir € statt €’(r) für die Koeffizienten von X(r), so erhalten wir 


alt) = Aleo rw sin(wr) eı + rw cos(wT) e2) , 


ä(r) = rAw?”(cos(wr) eı + sin(wr) e2) ; 
(X(r),ä(r)) = A- E - rw sin(wr)E! + rw cos(wr) E) ; 
(X (r),ä(r)) = rw? ( cos(wr) €! + sin(wr) E) ; 


Die reduzierte DG lautet in der Koordinatendarstellung 
(0) © = X w” (cos(wr)E +sin(wr)E?) ; 

a1 € = raw’ (cos(wr) € +sin(wr) E) sin(wT), 
(2) Ee = rw’ (cos(wr) e' +sin(wr) &?) cos(wr), 
3) =0. 


Das DG-System (1), (2) kann separat gelöst werden. Für 


N := cos(wr)E +sin(wr)E, 7 := sin(wr)E' — cos(wr) €? 
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ergibt sich das DG-System 

„1 2 „2 3..© 
4 = an, P -AwN 
mit den Lösungen 


n(r) = acos(Awr) + bsin(Awr), 


n(r) = -Ab cos(Awr) + Aa sin(Awr) 
(a,b Konstanten). Bei der Wahl a=1, b=0 erhalten wir 
e' (r) = cos(Awr) cos(wr) + A sin(Awr) sin(wr), 


Er) = cos(Awr) sin(wr) — A sin(Awr) cos(wr). 


Wählen wir noch £°(0) = rw&?(0) = 0, so ist (X (0), &(0)) = 0 erfüllt. Mit der 
Periode T := 2r/w der Kreisbahn & ergibt sich dann für den räumlichen Anteil 
X vonX 


X(0) = eı, X(T) = cos(2rA)eı - Asin(2rA)e2. 
Der räumliche Anteil der Trägheitsachse verschiebt sich somit nach einem Um- 
lauf um 


X(T) - X(0) = - 2sin(rA) (cos(mA) eı + sin(mA) e2) . 


Die Rotationsachse des Elektrons im Wasserstoffatom zeigt ein solches Präzes- 
sionsverhalten, die Thomas-Präzession (THOMAS, L.H.: The motion of the 
spinning electron, Nature 117 (1926) pp. 514). 


1.7 Gravitation als Krümmung 


(a) EINSTEINs Ausgangspunkt für die Schaffung der Allgemeinen Relativitäts- 
theorie war die Einsicht, dass Schwerkraft im Sinne der klassischen Mechanik 
ein koordinatenabhängiger Begriff ist, weil dieser durch Wahl eines geeigneten 
Bezugssystems wegtransformiert werden kann (PAıs [126] IV, 9). Diese Aussage 
ergibt sich im Rahmen der Lorentz-Geometrie wie folgt: Ist a ein frei fallendes 
Materieteilchen, so können wir nach 89:4.2 (d) Fermi-Koordinaten mit 


95 = mi, Ti; = 0 längs a 


wählen. Bezüglich dieses Koordinatensystems ist längs « also keine Schwerkraft 
vorhanden, denn die geodätische Differentialgleichung von « hat die Gestalt 
&*® =0 mit x’(r) := x’(a(r)). 

Die Aufhebung der Schwerkraft in einer ganzen Umgebung des Materieteilches 
ist jedoch im Allgemeinen unmöglich, denn bei vorhandener Krümmung der 
Raumzeit verschwinden außerhalb des Materieteilchens die Christoffel-Symbole 
nicht, siehe 89: 3.4 (c). Frei fallende Nachbarteilchen 8 erfahren daher eine nicht 
wegtransformierbare Beschleunigung relativ zu «, nämlich 


340 810 Grundkonzepte der Relativitätstheorie 


= -T, EP mit Ein) = a'((n)), 


also eine „echte Schwerkraft“. Wir zeigen im Folgenden, dass sich mit Hilfe der 
relativen Beschleunigung von Nachbarteilchen ein Maß für die Intensität des 
Gravitationsfeldes gewinnen lässt, und dass dieses direkt mit der Krümmung 
verbunden ist. Siehe hierzu auch D’INVERNO [81] 9.4, 10.1. 


(b) Wir präzisieren die Auffassung von Gravitation als relative Beschleunigung 
frei fallender Nachbarteilchen bezüglich eines Beobachters. Hierbei verwenden 
wir, dass für eine gegebene Geodätische infinitesimal benachbarte Geodätische 
durch Jacobi-Felder dargestellt werden, vgl. $9:5 (a). 


Gegeben sei ein frei fallender Beobachter a in einer Raumzeit M. Jedes zu & 
orthogonale Jacobifeld X längs & nennen wir ein frei fallendes Nachbarteil- 
chen von «a; für dieses gilt also 


X+Rm(X,ö)&=0, 
(X,6)=0. 


Diese Interpretation ist zulässig, weil 
die durch 


THas(T) = e&XPa(r)(sX (T)) 


für |s| X 1 gegebenen Kurven nähe- 
rungsweise zukunftsgerichtete, zeitar- 
tige Geodätische, also näherungsweise 
frei fallende, zu & benachbarte Mate- 
rieteilchen darstellen. 





Als Beispiel können wir uns eine Raumstation im All und einen von dieser 
ausgesetzten Satelliten vorstellen. 


Für ein frei fallendes Nachbarteilchen X von a interpretieren wir das Vektorfeld 
X längs a als Beschleunigung von X relativ zu «a. Die Jacobi-Gleichung 
liefert 


X(r) = - Rm(X(r),a(r))a(r), 


und wegen (Rm(X,&)&,&) = 0 gilt X(r) €E «(r)*, vgl. 89:3.4 (c). Hiernach 
hängt der relative Beschleunigungsvektor X(r) € a(r)" eines frei fallenden 
Nachbarteilchens nur vom relativen Positionsvektor X(r) € &{r)" ab. 

Wir fixieren nun r und den momentanen Beobachter (p,u) = (a(r),«(r)). Die 
Messung der relativen Beschleunigung aller frei fallenden Nachbarteilchen durch 
den momentanen Beobachter bedeutet hiernach die Bestimmung der Zuordnung 








u>u, v=X(r) »$ X(r) Rm(v, u)u. 
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Der damit für jeden momentanen Beobachter (p, u) einer Raumzeit M definierte 
Operator 


Ku:u ut, v+> — Rm(v,u)u 
wird der Gezeitenkraft-Operator des Beobachters genannt. 


Satz. Kn:ut > ut ist ein symmetrischer linearer Operator, 
(Kıv,w) = (v,K,w) für v,weu", 

und es gilt 
SpurK, = - Re(u,u). 


BEWEIS als mit den Identitäten des Krümmungstensors 89:3.4 (d). 


Hiermit sind Komponenten des Riemannschen Krümmungstensors einer Raum- 
zeit durch Messung von Gezeitenkräften prinzipiell bestimmbar. Für einen mo- 
mentanen Beobachter in einem Raumzeit-Gebiet mit Rc = 0 (”Vakuum“, vgl. 
2.2(b)) existieren sowohl Eigenvektoren v mit negativem Eigenwert (Anzie- 
hung), als auch Eigenvektoren mit positivem Eigenwert (Abstoßung), vgl. das 
Beispiel in D’INVERNO [81] 16.10. 


1.8 Stationäre und statische Raumzeiten 


(a) Unter einer lokalen Isometrie einer Raumzeit M verstehen wir eine O°- 
Abbildung 2: U— M auf einer Umgebung U eines Punktes pe M, welche 
die Lorentz-Metrik erhält, 


(dop(u), Ipald)) de) = (u,v), für geU, uveT,M. 


Hierbei ist dpg : T,M — Tr, M das Differential von p an der Stelle q, vgl. 
88:2.3. Die Isometriebedingung lässt sich in der kürzeren Form 
(V'B)a = 8, für geU 


schreiben, wobei o*g die mit der Abbildung % zurückgeholte Lorentz-Metrik 
g=(-,:) ist, vgl. 88:4.4(c). Für ein Vektorfeld V auf der Raumzeit M be- 
zeichnen wir mit t:+> ®;(p) die nach 88:3.2 (b) eindeutig bestimmte, maximal 
definierte Lösung des Anfangswertproblems 


öl) = Von), (0) =D. 


SATZ. Die von V erzeugten lokalen Flussabbildungen ®; (|t| < 1) sind genau 
dann lokale Isometrien von M, wenn die Lie-Ableitung der Lorentz-Metrik g = 
(+,+) bezüglich V verschwindet, 


Lvg =. 
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Die Lie-Ableitung von (0, 2)-Tensoren ist nach 88:4.5* (a) definiert durch 
(Lvs)(K,Y) = V(s(K, Y)) = g(LvX,Y) = g(X,LvY) 
= VÄK,Y) - (VAN) - [IV Y)D: 
Mit der Skalarproduktregel (88:3.1(b)) ergibt sich 
(Lvs)(X,Y) = (DvX - [V,X),Y) + (X,DvY - [V; Y]) 
= (DxV,Y) + (X,DyV) für X,YevM. 


Ein Vektorfeld Ve VM mit Lvg = 0, d.h. mit schiefsymmetrischem ko- 
varianten Differential X > DxV, heißt ein Killing-Vektorfeld oder eine 
infinitesimale Isometrie von M. 


BEWEIS. 
Nach 88:4.5* (b) besteht die Beziehung 
 1L/(g* 

Lvg = lim 7 (© U-Ayz g) 
bzw. ausgeschrieben 

(Lvg)»(u,v) = lim + ((dd:(u),dbr(v)) - (u,v)) 

t—=0 

für pe M, u,ve T,M, vgl. 88:4.5* (b). 
Erzeugt V lokale Isometrien, so folgt hieraus die Isometrieeigenschaft Lvg = 0. 


Ist umgekehrt V ein Killing-Feld, so betrachten wir für pe M, u,v € 7,„M und 
|s| < 1 die Vektoren ü := d®,(u), d := d®,;(v). Aus dem Exponentialgesetz 
®,0®;, = ®,;: folgt mit der Kettenregel d®,; o d®; = d®,;,: und daher 


0 = (Zvg)e.@)(ü,ö) = lim + ((d9: (8), dd: (8)) - (ü,5)) 


= lim H((ddsrlu),dösr(W)) - (dds(w),dB.(v))) = F(s) 


t—0 


mit f(s) := (d®,(u),d®;(v)). Die Konstanz von f liefert die Isometrieeigen- 
schaft der ®,. 














In der Koordinatendarstellung ist ein Killing-Vektorfeld V = v’ö, charakteri- 


siert durch 
Vv;+Vwv=0. 


Das Basisvektorfeld Oo eines Koordinatensystems von M ist ein Killing- Vektor- 
feld genau dann, wenn 


O6gij =0. 
Das ergibt sich mit der Skalarproduktregel 
Oogij = Oo (di, d;) = (Doöi, 9;)+(Öi, Doö;) = (D:;ös, 9;)+(Öi, D;ö6). 
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(b) Ist V ein Killing-Vektorfeld, so gilt für jede Geodätische y von M der 
Erhaltungssatz 


(Vo ; yt)) = const. 


Denn für V,:t V,a) gilt V, = DyV nach 89:4.1 (a),(3). Wegen der Schief- 
symmetrie von X > DxV folgt 


(V, y = (MY) = (V, Y) — (1, — (DV, y) =0. 


(c) Unter einem Bezugs- oder Beobachterfeld in einer Raumzeit M verste- 
hen wir ein zeitartiges, zukunftsgerichtetes Vektorfeld U mit ||U|| = c auf M, 
wobei wir c = 1 setzen. Jede Integralkurve :1— M vonÜ (d.h. a(t) = Ua«y 
für € I) ist wegen (&,&) = (Ua,Ua) = —1 ein Materieteilchen und kann als 
Beobachter aufgefasst werden. Die zum Beobachter im Ereignis p gehörende 
Ruhebene ist De 

Für ein Vektorfeld X € VM liefert die punktweise Ausführung der Ortho- 
gonalprojektion X, — Xp = Xp + (Up, Xp)U, auf die Ruhebene U; (vol. 
(89:1.1(c))) einen (1,1)-Tensor II, den Projektionstensor mit 


IX = X = X+(U,X)U für all XEVM. 
Ein Bezugsfeld U heißt wirbelfrei, wenn 
(DyU,X)- (DxU,Y) =0 
für alle zu U orthogonalen Vektorfelder X,Y gilt, bzw. hierzu äquivalent, wenn 
(DzU, X) - (DgU,Y) = 0 für alle X, Ye VM. 
In Koordinaten schreibt sich die Wirbelfreiheit 
höhs (Veur — Vrue) = hihs (run — rue) = 0, 
wobei die h} die Koeffizienten des Projektionstensors II sind, 
19; = hd, HM = H+wu. 


SATZ. Ein Bezugsfeld U ist genau dann wirbelfrei, wenn durch jeden Punkt 
p€ M eine zu U orthogonale Hyperfläcke NC M geht, d.h. wenn es eine 
dreidimensionale Untermannigfaltigkeit NC M gibt mitpe N und 


TN LU, für geN. 
Für wirbelfreie Beobachterfelder lassen sich die Ruhebenen also lokal zu Hyper- 
flächen zusammensetzen. 


Der Beweis beruht auf einem Satz von FROBENIUS (BOOTHBY [53] IV.8, Was- 
SERMAN [57] 14.2), wonach durch jeden Punkt pe M genau dann eine solche 
Orthogonalfläche N existiert, wenn die Integrabilitätsbedingung 
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[X,Y]J LU für alle Vektorfelder X,Y LU 
erfüllt ist. Diese ist äquivalent zur Wirbelfreiheit, denn nach 8$9:3.1(b) gilt 
(DyU,X) - (DxU,Y) = Y(U,X) - (U,DyX) - X(U,Y) + (U,DxY) 
= (U,[|X,Y]) für X,YAU. 


(d) Eine Raumzeit M heißt stationär, wenn es auf M ein überall zeitar- 
tiges, zukunftsgerichtetes Killing-Vektorfeld V gibt. Hiermit wird eine Zeit- 
Translationsymmetrie der Raumzeit beschrieben, vgl. (b). 

Ist das zugehörige Bezugsfeld U = ||V||”'V zusätzlich wirbelfrei, so heißt die 
Raumzeit statisch. 


Für den Fluss ®; eines beliebigen Vektorfelds V gilt 
d®,(V,) = V, mit q=®&(p) 


aufgrund der Wirkung des Differentials auf Kurventangenten 88:2.3 und des 
Exponentialgesetzes [üA]. 

Ist daher V ein zeitartiges Killing- 
Vektorfeld auf M mit wirbelfreiem Be- 
zugsfeld U = ||V||”'"V, so wird jede 
zu U orthogonale Hyperfläche N durch 
den Fluss ®; von V wieder in eine zu U 
orthogonale Hyperfläche N: := ®,(N) 
übergeführt. 

Dieselbe Konfiguration ergibt sich für 
den Fluss des Beobachterfelds U: Ist 





a ein Beobachter mit äft) = Ua), 

«(0) = p, so gilt alt) = Bar(p) mit 

a := ||V,||"'. Denn nach (a) ist ®; eine lokale Isometrie, für ß(t) := ®:(p) 
gilt also |Val| = |A®:(Vp)|| = |Vp|| und somit ßt) = a'Ugay. Es folgt 
a(t) = ß(at). 


Salopp gesprochen sieht für jeden Beobachter das räumliche Universum „immer 
gleich“ aus. 


(e) Die Konfiguration von Flusslinien und Orthogonalflächen liefert eine Zer- 
legung der statischen Raumzeit in ein Produkt: Es sei N eine dreidimensionale 
Riemann-Mannigfaltigkeit mit Skalarprodukt (-, - yY = ds?,. Die Produktman- 
nigfaltigkeit M'’'= Rx N versehen wir mit der Lorentz-Metrik 


(u,v), := - Alq)udv’ + (d,0)) 


für p= (,q)EM=RXN, u= (u, ü), v = (vP,v) € T,M’=TYRXT,N mit 
A(g) > 0, wofür wir symbolisch schreiben 


ds? = - A(g)dt? + ds. 
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Für diese Raumzeit gilt: 
() V := 9, ist ein Killing-Vektorfeld mit dem Fluss 


9) = (s+t,g) für p= (8,9). 
(ii) Das zugehörige Beobachterfeld U = ||ö.||"!0, = A""/?8, ist wirbelfrei. 
(iii) Die Hyperflächen N; := {t} x N werden von den Flusslinien orthogonal 


durchsetzt, und die Projektion (t,q) > q ist eine Isometrie zwischen N: und N. 
Wir nennen M’ die statische Standard-Raumzeit. 


Ein Beispiel einer stationären Raumzeit ist gegeben durch die axialsymmetrische 
Lorentz-Metrik (c = 1 gesetzt) 


ds? = -e Fa + re HR (dp - Ddt)? + eFr?C (dr? + dz?) 


bezüglich Zylinderkoordinaten (r,2,9), (r > 0,-oo <z<m&,0 <p<2rm), 
wobei {r = 0} die Rotationsachse ist. Hierbei sind F,G, H,N Funktionen von r 
und z (den Koordinaten einer Meridianebene), und Öö; ist ein zeitartiges Killing- 
Vektorfeld, vgl. 4.3. Eine solche Raumzeit kann einen mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit w rotierenden Stern enthalten, und es lässt sich zeigen (mit 
Hilfe der Feldgleichung für eine ideale Flüssigkeit unter der Voraussetzung der 
asymptotischen Flachheit): 


w>0 — N>0, mit Gleichheit nur für w=0. 


Im Fall w>0 ist also 2 > 0, und die Raumzeit ist nicht statisch. 


Stationäre Raumzeiten erlauben somit rotierende Materieverteilungen, statische 
Raumzeiten dagegen nicht. 


(f) AUFGABE. In einer stationären Raumzeit M mit Killing-Vektorfeld V seien 
zwei Beobachter &o und aı gegeben, die (nach Umparametrisierung) Integral- 
kurven von V sind. Zeigen Sie, dass für den Rotverschiebungs-Parameter z von 
(0, Po) und (a1, pı) gilt 


1+2 = |V (pi) |/ IV (Do)l- 


Ist M zusätzlich statisch, so können auf der rechten Seite der Gleichung die 
Freignisse p; durch die Schnittpunkte q; von «; mit einer Orthogonalfläche N 
ersetzt werden. 

Das Ergebnis des Rotverschiebungsexperiments in 1.6 (c) ergibt sich auch hier- 
mit unter der Annahme, dass bezüglich eines erdfesten Koordinatensystems 
(z,y,z) ({z = 0}= Erdoberfläche) lokal eine statische Metrik 


ds’ = - (1+2gc ?z) dt” + da? + dy° +dz? 


mit Killing-Vektorfeld V = ö; existiert. 
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2 Die Feldgleichung 
2.1 Motivation der Feldgleichung 


Für das Folgende verabreden wir die Indexkonvention: 
i,J,k,0 € {0,1,2,3}, a,b,c,de {1,2,3}. 


Wir beginnen mit der klassisch-mechanischen Beschreibung einer idealen Flüs- 
sigkeit unter dem Du us Gravitationsfeldes mit Potential & bezüglich 
eines Inertialsystems (t, x',2°,x Ss Die Massendichte o, der Druck p und das 
Geschwindigkeitsfeld v = (o v2, v?) sind durch die folgenden Gleichungen mit- 
einander verbunden, wobei die Operatoren V, div und A im herkömmlichen 
euklidischen Sinn zu verstehen sind: 


Die Newtonsche Gravitationsgleichung 
(1) -Ad = 4rGo 


mit der Gravitationskonstanten G, und die Eulerschen Gleichungen für die 
Massen- und Impulserhaltung nach Bd. 1, 8 26:6.4, 


= + div(ev) = 
(2) Da 
(5 + 2 EEN 
‚2 
Wir geben den Gleichungen (1) und (2) formal eine relativistische Gestalt. Zu- 
nächst ersetzen wir die Zeitkoordinate t durch x° = ct und schreiben v° := c. 


Dann lauten die Gleichungen (2) in Komponentendarstellung 


3 
dev? + I, Hlov’) = 0, 


b=1 
3 
odovv! + Y,vP ut +dap — 00a = 0. 
b=1 
Äquivalent hierzu sind die Gleichungen 


3 
> dlev’v’) = 0, 


j=0 





d;(ov'v? +p6“) — od.d = 0 


“=. 
IM 
RI 


bzw 
3 
a0 
2’) =: 
YT7 - 09.6 = 0 
3=0 


mit den Koeffizienten 
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Zen 
Wir führen die Lorentz-Metrik mit den Koeffizienten ein 
MM) 95:= mi +2” 
und machen die Kleinheitsannahmen 
61 .1IVOll < c*, |80ö0ol, dodadl < |Ael, |IvVil < ec: 
Hiermit lassen sich die Gleichungen (2’) überführen in 
(2”) v;T” = 0 (Einsteinsche Summationskonvention). 
Denn mit der Näherung g®” x n" ergibt sich 
Tio 3 Ta = Too = -C us, T, > 0 sonst. 
Für die Divergenz V;T” = 8,7” +T5,T” + Din bezüglich der Metrik (x) 
(siehe 3.2 (c), (d)) folgt 
VT% & 8,7% + 3T9,T°° & 8,7% — 3cT!d.6dov" & 9,T%, 
VvT3 z 87T + T90T° + IT” 
8,7” — 08.6 - c?d;b(av“v’ + pö°°) = 8,7” — göad, 


Q 


Q 


womit (2’) in (2”) übergeht (mit „=” statt „x”). 
Die Gravitationsgleichung (1) lässt sich schreiben 


(1) -Ago = -2c Ad = 8SnGc °o = SnGc "To. 





Die linke Seite kann durch Krümmungsterme der Metrik (x) ausdrückt werden, 
denn nach 89:3.5 (b) gilt für die Koeffizienten des Ricci-Tensors 


Ri a In (Hdrg5e + H;degir — Iid;gRe — dıgis) , 


wobei wir aufgrund der Kleinheitsannahmen die quadratischen Terme T'.T'.. 
vernachlässigt haben. Es ergibt sich weiter 


(4) Roz In Hg =-4Ago, R=g"Ry;wn"Ry=-Ago. 


Wir fassen zusammen: Geben wir den Gleichungen idealer Flüssigkeiten der 
klassischen Mechanik formal eine relativistische Gestalt mit der Lorentz-Metrik 
(*), so erhalten die Gravitationsgleichung (1) und die Erhaltungsgleichungen für 
Masse und Impuls (2) die Gestalt 


(5) Roo = AnGc "Too, v;T” =. 


Die Gravitationsgleichung stellt eine Beziehung zwischen dem Krümmungsterm 
Roo und der Massendichte her. Der Krümmungsterm Roo = — 3 Agoo ist aus 
den zweiten Ableitungen der Lorentz-Metrik gebildet. 
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2.2 Die Einsteinsche Feldgleichung 
Für die Feldgleichung der Allgemeinen Relativitätstheorie postulieren wir: 


e Das Materiefeld wird durch einen symmetrischen, divergenzfreien (0, 2)- 
Tensor T beschrieben, genannt der Energie-Impulstensor, 


Tre, MID. 


e Die Kopplung von Gravitationsfeld g und Materiefeld 7’ wird durch eine 
Tensorgleichung 


G; = KT; 


hergestellt, wobei in die Koeffizienten G;; nur nullte, erste und zweite Ab- 
leitungen der metrischen Koeffizienten eingehen und x eine Konstante ist. 


Beide Postulate führen hiernach zu der Aufgabe, alle symmetrischen, diver- 
genzfreien (0,2)-Tensoren G;; zu finden, die in der genannten Weise aus der 
Lorentz-Metrik aufgebaut sind. Zwei solche sind nach 89:3.5 der Einstein- 
Tensor G= Re- #Rg (bzw. in Koordinaten Gi; = Rij — 3R ij), sowie nach 
dem Ricci-Lemma 89:3.2 (e) die Metrik g selbst. 

Dass hierdurch schon alle in Frage kommenden Kandidaten erfasst sind, besagt 
der folgende 


SATZ (WevL 1917, LOVELOCK 1972). Jeder symmetrische, divergenzfreie (0, 2)- 
Tensor auf einer vierdimensionalen Lorentz-Mannigfaltigkeit, der aus den null- 
ten, ersten und zweiten Ableitungen der Metrik gebildet ist, hat die Gestalt 


aG+bg bzw. aGij +bgij 
mit Konstanten a,b. 


Für den BEWEIS siehe STRAUMANN [89] Ch. 2, 2.2. 


Hiernach kann die Feldgleichung nur die Form aG +bg = cT mit Konstanten 
a,b,c besitzen bzw. nach Division durch a, 


G+Ag=«T bzw. Gy +Agyj = KTy. 


Der Term Ag in der Feldgleichung heißt kosmologisches Glied und A die 
kosmologische Konstante. Wir dürfen A = 0 setzen, denn im Standardmo- 
dell der heutigen Kosmologie enthält der Energieimpuls-Tensor 7’ den Bestand- 
teil Tyar = Pvakg mit dem konstanten Vakuumdruck p,ar (siehe 2.3 und 
$11:2.4(c)); ein weiterer Term Ag wird daher nicht benötigt. 


Die Kopplungskonstante k in der Feldgleichung wird aus dem Newtonschen 
Grenzfall bestimmt, bei welchem der Feldgleichung eine Lorentz-Metrik der 
Gestalt 2.1 (*) zugrunde gelegt wird: Aus (4) und der Feldgleichung mit A=0 
ergibt sich dann einerseits 





Rz Agoo, 


#Too = Goo = Roo — Z.R 900 = Roo — ZRno = Roo + 3 
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andererseits gilt nach der Newtonschen Gravitationsgleichung in der Form 
= Agoo N SrGe "Too B 


somit 
TG 
K zZ 
ci 





= 2.076.10 % g' .cm 1:82. 


Wir verwenden meistens geometrisierte Einheiten, dann ist x = 8 dimensions- 
los. 


Die Einsteinsche Feldgleichung lautet damit 
G = Re - SRg =sT bzw. Gi = Ri — SRgij = KTij . 


Zum Materiefeld wird alles gezählt, was zum Energieimpuls beiträgt: sichtbare 
Materie, elektromagnetische Felder und unsichtbare, durch ihre dominierende 
Gravitationswirkung feststellbare Materie. Der Energieimpuls-Tensor setzt sich 
additiv aus den Energieimpuls-Tensoren der Bestandteile zusammen. 


Eine äquivalente Form der Feldgleichung ist 
Re = s(T-4Te) bzw. Rij = x(T5 43793). 


mit T := C(T) = g"°Tye . Denn durch Spurbildung in beiden Gleichungen ergibt 
sich jeweils R=- KT. 


Ein Raumzeit-Gebiet mit verschwindendem Energieimpuls-TIensor wird Vaku- 
um genannt. Im Vakuum gilt Re=0 bzw. Ri; = 0 nach der zweiten Form der 
Feldgleichung. 


EINSTEIN stellte die Feldgleichung Ende 1915 auf. Vorangegangen war eine lange 
Suche nach dem Krümmungsterm G;; auf der linken Seite. Diese gestaltete sich 
deshalb so mühsam, weil EINSTEIN die zweite Bianchi-Identität und damit die 
Divergenzfreiheit des Tensors Gi; = Rij — 3Rgi nicht bekannt waren. HIL- 
BERT leitete die Feldgleichung aus einem Variationsprinzip ab, siehe 4.1. Sein 
Ergebnis erschien fast gleichzeitig mit EINSTEINs Publikation der Feldgleichung. 
HILBERTs Beschäftigung mit diesem Problem wurde angeregt durch eine Reihe 
von Vorträgen in Göttingen im Sommer 1915, in denen EINSTEIN seine damals 
noch unvollständigen Ansätze für die Feldgleichung vorstellte. Näheres hierzu 
siehe NEFFE [125] Kap.11, PAıs [126] Kap.9, Kap.12, FöLsınG [123] III.4,IV.2, 
MISNER- THORNE-W HEELER [86] 8 17.7. 


2.3 Die Feldgleichung für ideale Flüssigkeiten 


In diesem Abschnitt verwenden wir geometrisierte Einheitenc=G=1. 


(a) Eine ideale Flüssigkeit in einer Raumzeit M ist gekennzeichnet durch ein 
Tripel (U, e,p), bestehend aus einem zukunftsgerichteten, zeitartigen Einheits- 
vektorfeld UE VM und Skalarfunktionen e,p€ FM mit e > 0; hierbei sind 
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U das Vierergeschwindigkeitsfeld, e die Energiedichte und p der Druck 
der idealen Flüssigkeit. Die ideale Flüssigkeit erfüllt die dominante Ener- 
giebedingung, wenn |p| < e gilt. Der Energieimpuls-Tensor der idealen 
Flüssigkeit ist die symmetrische 2-Form 


T=(e+pU, 80, + ps, 
d.h. nach 88:4.1(d), 89:2.4 (a) 

T(X,Y) = (e+p)(U,X)(U,Y) + p(X,Y) für X,YeEVM. 
In Koordinaten hat der Energieimpuls-Tensor die Darstellung 

Ti = (e+p)wu; + Pgü 


bzw. in metrisch äquivalenten Darstellungen (89:2.4 (a)) 





TE = (e+pJwu +p&, T” = (e+p)uW + pg”. 


In konkreten Modellen sind e und p durch eine Zustandsgleichung F(e,p) =0 
oder F(e,p,T) = 0 (T= Temperatur) miteinander gekoppelt. Im Fall p = 0 
nennen wir die ideale Flüssigkeit Staub oder druckfreie Materie. Die in 
der Kosmologie betrachtete Vakuumenergie (dunkle Energie) ist durch die 
Zustandsgleichung e+p=0 gekennzeichnet. 


Der Energieimpuls-Tensor enthält alle Informationen über die Materie: Energie- 
dichte, Impulsdichte und den Spannungstensor, siehe MISNER- THORNE-WHEE- 
LER [86] 85.2-5. Die einfache Gestalt des Spannungstensors beruht wie in der 
klassischen Mechanik darauf, dass bei idealen Flüssigkeiten nur normale Ober- 
flächenkräfte auftreten, vgl. Bd.1, 826:6.4. Den Zusammenhang mit dem Ener- 
gieimpuls-Vektor von Materieteilchen stellen wir in (c) her. 


(b) Aus der Feldgleichung 
G= 87T bzw Gi = 8rT;; 

folgt mit der Divergenzfreiheit des Einstein-Tensors (89:3.5 (a)) 
dvG =0 bzw V;C®=0, 

notwendig die Divergenzfreiheit des Energieimpuls-Tensors 
divT=0 bzw. V;,T”=0. 


SATZ. Die aus der Feldgleichung folgende Divergenzfreiheit des Energieimpuls- 
Tensors der idealen Flüssigkeit ist äquivalent mit den beiden Bedingungen 


() Ue+(e+p)divU=0, 
(2) (e+pP)DvU+W=0. 
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Jede Integralkurve a des Vierergeschwindigkeitsfeldes U nennen wir einen mit- 
geführten Beobachter der idealen Flüssigkeit. Aus & = Ua folgt & = 
(Ua) = DaU = (DvU). nach $9:4.1(a); wir nennen deshalb DvU das Be- 
schleunigungsfeld von U. Schreiben wir für den Moment e und p anstelle von 
eoa und poa, so liefern die Gleichungen (1) und (2) längs der mitgeführten 
Beobachter 


3) €E+(e+p)(divU)a = 0, 
(4) (e+mM&+Wda=0. 


Die Gleichungen (3) und (4) stellen Erhaltungsgleichungen für Energie und Im- 
puls der idealen Flüssigkeit dar; diese ergeben sich bemerkenswerterweise als 
Folge der Feldgleichung. 


Im Fall von Staub besagt die Gleichung (4), dass die Staubteilchen in Raumzeit- 
Gebieten mit nicht verschwindender Energiedichte frei fallend sind. Die Glei- 
chung (3) kann hier in der Gestalt div(eU) =0 geschrieben werden. 


Für die Vakuumsenergie ist <= —p eine Konstante, denn aus T7 = pg” folgt 
0= V;T% = gYV;p+pV;g” = V'p nach 89:3.2(e). Enthält ein Materiemo- 
dell Vakuumsenergie, so tritt im Energieimpuls-Tensor auf der rechten Seite der 
Feldgleichung der Term pgi; mit der Konstanten p auf. Die Einführung eines 
zusätzlichen kosmologischen Gliedes A g;; auf der rechten Seite der Feldgleichung 
ist also überflüssig. 





BEWEIS. 


Mit der Vereinbarung, dass V; immer nur auf den nächstfolgenden Term wirken 
soll, gilt nach $9:3.2 (c) und aufgrund des Ricci-Lemmas 8 9:3.2 (e) 





0 = V,T7 = V;((e+p)uwW +pg”) 
= Vle+p)uw +(ce+p)Guu? + (e+ p)uV;wW + Vjpg” 
= (WV5e+(e+p)VzwW)uw+(e+p)uWVzu + V;pg’+wWV;pu. 
Unter Beachtung von 
(V;pg” + wV;pu‘) di = Vp + (Vp,U)U = v 
bedeutet das in invarianter Schreibweise 
(Ue + (e+p)divU)U + (e+p)DuU+Vp = 0. 


Wegen (U,U) = -1 gilt 0 = U(U,U) = 2(DvU,U), somit liefert die Orthogo- 
nalzerlegung des links stehenden Ausdrucks die Gleichungen (1) und (2). 
Drücken Sie für einen momentanen Beobacher (g,v) die Werte T,(v, v) 
und Ty(v,w) für w € v! gemäß 1.4(a) mit Hilfe der an u := U, beobachteten 
Relativgeschwindigkeit ü,.eı aus. 
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(c*) Die folgende Überlegung soll plausibel machen, dass beim kontinuierlichen 
Materiemodell der Energieimpuls durch eine quadratische Form dargestellt wer- 
den muss. Eine Schar von Materieteilchen sei gegeben durch die Integralkurven 
eines zukunftsgerichteten, zeitartigen Einheitsvektorfeldes U. Des Weiteren sei 
eine positive Dichtefunktion v: M— R gegeben, die Teilchendichte. Der 
Einfachheit halber nehmen wir an, dass alle Teilchen die gleiche Masse m be- 
sitzen; P = mU ist dann gemäß 1.4 (a) das Energieimpuls-Feld der Schar. 


Jeder momentane Beobachter (g,v) misst nach 1.4 (a) von dem durch q laufen- 
den Teilchen die Energie 


3) Ea = - (Pav) = - m(Ug,P). 


Das Volumen eines Spats 


3 
S- [ Ne 0<t,? P< ı) 
a=l 


in der Ruhebene v* ist 


V’(D) = ydet((va,)). 


Mit Hilfe der Teilchendichte v lässt sich für jedes Hyperflächenstück $ C M eine 
Teilchenzahl N®($) definieren (darstellbar durch ein Integral J. Be dV?, was wir 
hier aber nicht tun wollen). Wesentlich ist hierbei die Beziehung 


1 N?(2) 
4 = —- i i 
IMST ve VO) 
Machen Sie sich plausibel, dass für jeden (hinreichend kleinen) Spat I C 
v" und dessen Projektion $ auf die Ruhebene u* des mitgeführten Beobachters 
u= U, die Beziehung besteht 
1. N) _ N’O) 

(Ug,v) V?(R) v3) 
Nach (3) und (4) ist für einen kleinen Spat ® C v! die vom Beobachter 
(g,v) gemessene Gesamtenergie der durch & tretenden Teilchen näherungsweise 
N?(D2)E, 8 -mN?(Z)(U,,v) und die zugehörige Energiedichte daher 

3 3 
km N’(D)E, N“(3) 


an = im = 2 
vs@)-0 V?(D) mad) ve)0 v3) mv(g)(Us,v) 

















Die vom Beobachter (g, v) gemessene Energiedichte ist somit ein in v quadrati- 
scher Ausdruck; wir bezeichnen diese mit 


Ta(v,v) = &(U,,0)?, 


wobei wir e = mv setzen. Es lässt sich zeigen, dass die Fortsetzung dieses Aus- 
drucks auf alle Vektorfelder nur auf eine Weise möglich ist mit dem Ergebnis 
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T(X,Y) = e(U,X)(U,Y). 


Für die präzise Fassung der hier angedeuteten Argumente verweisen wir auf 
KRIELE [76] 5.1, SvnGe [90] Ch. IV,$1, O’NEıLL [64] p. 337-9, Sacus-Wu [78] 
3.01, 3.3. 


2.4 Der Energieimpuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes 


Wir setzen voraus, dass M eine orientierte Raumzeit ist und geben der Ruh- 
ebene u" jedes momentanen Beobachters (p,u) eine Orientierung durch die 
Vorschrift: Eine Basis vı,v2,v3 von u* ist positiv orientiert, wenn es um p 
eine positiv orientierte Karte x gibt mit u = Öolp, va = dalp- 


(a) Ein elektromagnetisches Feld in einer Raumzeit M wird durch eine 
schiefsymmetrische 2-Form F € V9aM C TPM, dem Faraday-Tensor, und 
ein Vektorfeld JE VM, der Ladungsstromdichte beschrieben. Diese genügen 
den Maxwell-Gleichungen im Vakuum, 





ViFjk + Vj/Fu + kKF = 0, V;F* = And", 


wobei Fi; die Koeffizienten von F und FF = g’*g’*F;; die von F* sind (vgl. 
89:2.4(c)). 
Aus den Maxwell-Gleichungen ergibt sich der Erhaltungssatz 


dvJ = VvJ' = — VV;F" =0. 
An 
Die erste Gruppe der Maxwell-Gleichungen kann auch in der Form 


Fr + Fi + Fi = 0 





geschrieben werden [öA]; mit dem Differentialformenkalkül können diese in der 
Gleichung dF =0 zusammengefasst werden, vgl. 88:5.2. 


Ein momentaner Beobachter (p,u) zerlegt den Faraday-Tensor in die elektri- 
sche Feldstärke E € u", definiert durch 


(E,v) = F,(v,u) für veut, 

und in die magnetische Feldstärke Be u", definiert durch 
(B,v x w) = F,(v,w) für vweut. 

In der Beobachterzerlegung der Ladungsstromdichte J, 
J = ou+J mit oeR, Jeut 


heißen o die Ladungsdichte und J die Stromdichte. 
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Wählen wir um pe M Normalkoordinaten (89:4.2 (c)) und definieren bezüglich 
des Beobachterfeldes U = ©6 in der Koordinatenumgebung die beiden Felder 
E= E®O., B= B® 0a, so ergibt sich 


0 -E!'-E? -E° 0ER E 

E! 0 B® -B? (PX) = -E! 0 B? -B? 
. E?-B?® 0 B! |’ -E?-B? 0 B! | 

E® B? -B!' 0 -E? B? -B! 0 


und die Maxwell-Gleichungen an der Stelle p erhalten mit t = x°/c = x° die 
bekannte Gestalt 


divB = 0, = +r0tE = 0, 
divE = Ano, - +rotB = And. 


(b) Einem elektromagnetischen Feld mit Faraday-Tensor F ordnen wir den 
Energieimpuls-Tensor T zu, in Koordinaten gegeben durch 


1 
(Fir Fe = 3 9; F" Fre) i 


T 


Tij = 


SATZ. Für den Energieimpuls-Tensor T' des elektromagnetischen Feldes gilt: 


(1) T ist symmetrisch und spurfrei, 
T;=Ti, g’Ty=0. 
(2) T erfüllt die schwache Energiebedingung 
T(X,X) > 0 für alle zeitartigen Vektorfelder X. 
(3) divT=FJ bzw. VT; = Fas®. 
Hierbei bedeutet FX für X € VM die 1-Form Y+ F(X,Y). 
BEWEIS. 


(1) ist leicht nachzurechnen [üA]. 


(2) Wir fixieren p€ M, wählen eine Orthonormalbasis eo,...,ea für 7,M mit 
eo = X, und verwenden die Indexkonvention von 2.1, 


i,5,k,2 € {0,1,2,3}, a,b,c,de {1,2,3}. 
Wegen 9" =n" und F; = -F;ji ergibt sich, jeweils auf die Stelle p bezogen 


F®=0, F®=-Fa, F=R 
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und daraus 
An T(X,X) = AnToo = g’"FoiFor — 2 gooF"" Fir 
= FoaFoa + + (F°° Foo +2 Fe Foa + FFs») 
= FoaFoa + 4 (-2FoaFba + FF») 
= 3FoaFba + 4 FasFa» > 0. 
(3) Nach den Rechenregeln $9:3.2 (c),(d),(e) gilt 
Vilg; FF) = giV’(F Fre) = VilF Fre) = 2F" V;Fe, 
AnV’Ty = V(gFirFje — 49:5 F* Fre) 
= gVIFnFje + gFirV?Fje — S FRV;Fre. 


Für den mittleren Term auf der rechten Seite ergibt sich mit der zweiten Gruppe 
der Maxwell-Gleichungen 





“Fir V’Fye = Fir V; P°* = kV; FF = An. J® = AnFuiJ®. 


Die beiden restlichen Terme liefern unter Verwendung der ersten Gruppe der 
Maxwell-Gleichungen 


gVirRF; = A PREV; Fre = V;Fr FF = FF V;Fr 
= FRVFR +3 FFVEg = 3 FF (V;FRr + Verji + ViF) = 0, 











letzteres durch zweimaliges Ausnützen der Schiefsymmetrie. 





(c) Die Zerlegung des Energieimpuls-Tensors durch einen momentanen Beob- 
achter (p, u) ergibt mit den Bezeichnungen von (a) die Energiedichte 


1 212 3112 
T,(u,u) = 2 (IEIF +21). 
die Impulsdichte 
al 
vr Tlu,v) = = Ex 20); u >R, 


und den Maxwellschen Spannungstensor, welcher als Bilinearform auf 
ul x ut gegeben ist durch 


T,(v, w) = m (>81? + II BI?) (v, w) _ (E,v)(E, w) _ (B,v)(B,w)). 


(d) Wir bestimmen die Bewegungsgleichungen von elektrisch geladenem Staub. 


Gemäß 2.2 legen wir den Energieimpuls-Tensor 


iz taub EB tEm 
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zugrunde; hierbei ist 7, a = ewwuj; der Energieimpuls-Tensor des Staubmo- 
dells (vgl. 2.3 (a)) und T”” der Energieimpuls-Tensor des elektromagnetischen 
Feldes in (b), wobei wir die Ladungsstromdichte in der Form J=oU mit der 
elektrischen Stromdichte o ansetzen. Als Folge der Feldgleichung ergibt sich 
das Verschwinden der Divergenz von T. Nach (b) und 2.2 gilt also mit der 
Abkürzung a:= Ue+edivU = div(eÜ) 
0=V’T; =aw+eWVjw+ FiJP =aw+eWV;w- orju, 
was in invarianter Schreibweise bedeutet 
(aU+eDuU,X) = oF(X,U) für alle XEVM. 
Wählen wir X = U, so folgt a = 0 wegen (DuU,U) =0 und F(U,U) =0. Wir 
erhalten somit als Bewegungsgleichungen des elektrisch geladenen Staubs 
div(eU) =0, (DuU,X) = ZF(X,U) für alle XEVM, 
bzw. in Koordinatenschreibweise 
Vi(eu) =0, Wu = <= F"uy. 
Für Staubteilchen (d.h. Integralkurven von U) mit Koordinaten 7 > a*(r) 
bedeutet die zweite Gleichungsgruppe das Heaviside-Lorentz-Kraftgesetz 
+ Tata? = E Fin. 
Die Beobachterzerlegung dieser Gleichung lautet bei Verwendung von Normal- 
koordinaten mit den Bezeichnungen von (a) 


= 2(E, 8), = 2(@E+ixd). 


€ 


3* Der Energieimpuls isolierter Systeme 


3.1 Der Energieimpuls-Vektor als Erhaltungsgröße 


(a) In der klassischen Mechanik verstehen wir unter einem isolierten System 
eine Massenverteilung, die zu jedem Zeitpunkt einen kompakten Träger hat. 
Besitzt diese zu einem im Folgenden festen Zeitpunkt die Dichte o so ist die 
Masse des Systems gegeben durch (wir setzen im Folgenden wieder c=G=]|1) 


m = d ed’x. 
R3 
Das zugehörige Gravitationspotential & ist eindeutig bestimmt durch 


Ad = Arno, lim (x) = 0, 
IxII+& 


und besitzt nach Bd. 2, 814:3.3, 5.2 die Integraldarstellung 


FE ey) 8 
9 Er 
R3 
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Zur Beschreibung des asymptotischen Verhaltens des Gravitationspotentials & 
für große Distanzen r = ||x|| verwenden wir die Landau-Symbole O und o: 
Ist eine Funktion f(x) für r = ||x|| > 1 definiert und bleibt r*f(x) beschränkt 
für r = ||x|| > © (u € R), so schreiben wir symbolisch f(x) = O(r”*). Gilt 
sogar lim-,or"f(x) = 0, so notieren wir dies in der Form f(x) = o(r”*). 
Wir zeigen für das Newtonsche Gravitationspotential 

KR= FEHLT), ab) = Ol”), Buolx) = Or). 
Denn mit den Abkürzungen 

EEE Con DE zen N u 

IxIl- IIyl IIxI 

gilt Olt") = O(r”* 





und 


— 


1 1 
Ben ng Ze Px( 
x-yl I -) +( 
mit den Legendre-Polynomen P: (Bd. PR 34: :3.2 (d)). Entsprechend ergeben sich 
die Abschätzungen für die Ableitungen nach z* [üA]. 


(b) In der Relativitätstheorie charakterisieren wir isolierte Systeme durch Ab- 
klingbedingungen wie folgt: 


Eine Raumzeit M zerlegen wir in Raum und Zeit durch Wahl eines Bezugsfel- 
des U (vgl.1.8 (c)) und einer Funktion r:M — R mit (Vr,U) = 1, wobei wir 
von den dreidimensionalen Untermannigfaltigkeiten N; := {pe M | (p)=t} 
voraussetzen, dass diese Cauchy-Flächen sind, d.h. von jeder nichtfortsetz- 
baren zeitartigen Kurve von M genau einmal geschnitten werden (die N; sind 
dann notwendig raumartig). Wir nennen r eine Zeitfunktion von M und die 
N; deren Raumblätter. Weil für jede Integralkurve « von U die Beziehung 
(roa)' = ((Vr)oa,&a) = ((Vr)oa,Uoa) =1 gilt, transportiert der von U 
erzeugte Fluss ® die Raumblätter ineinander, ®;(N:) C Ns+: für s,tER. Je- 
de Wahl von Koordinaten (x',x?,x°) auf einem Raumblatt erzeugt hierdurch 
Hoonliuaten auf allen Raumblättern, und mit x° = t = r(p) Koordinaten 
(x°,x',x?,x?) für M. 

Isolierte Systeme in der Relativitätstheorie werden durch asymptotisch flache 
Raumzeiten M beschrieben: Wir nennen eine Raumzeit asymptotisch flach 
im räumlichen Unendlich (bezüglich einer Raum-Zeit-Zerlegung), wenn es 
für jedes s € Reine Umgebung J C Rvon s, eine kompakte Menge K C M, eine 
Zahl po > 0, sowie Raum und Zeit zerlegende Koordinatensysteme (x',x?, x?) 
gibt, die N\K in R?\ K,,(0) abbilden, welche die Abklingbedingungen 


ging; = Ort), Ag = Ohr”), dry; = Olr”*) 


(r := (a2! + 2°? + @°2?)'/?) gleichmäßig in t erfüllen. Hierbei sind die 15 
die Koeffizienten der Minkowski-Metrik mit Signatur (- +++): 





noo = —1, Nab = dab, Mij =0 außerhalb der Diagonale. 
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Den Abklingbedingungen geben wir eine geometrische Interpretation, indem 
wir die Minkowski-Raumzeit M”° = R* mit der Minkowski-Metrik 9 = Mj 
und der Zeitorientierung durch Oo als Hintergrundraumzeit von M im räumli- 
chen Unendlich auffassen. Heben und Senken von Indizes wird im Folgenden 


bezüglich der Hintergrundmetrik n;; ausgeführt. Wir bezeichnen mit So, C Nt 


die zweidimensionale Sphäre {z° =t, r = o} und mit n = (n!,n?,n?) das 


äußere Einheitsnormalenfeld von S,: C N: bezüglich der Hintergrundmetrik, 
also n® = na = x*/r. Wie dieses Konzept präzisiert werden kann, beschreiben 
wir in 3.3. 


Wir bilden die im räumlichen Unendlich „kleinen“ Größen 
l) h=g-n bzw hj:=g5—-mMj 


und führen Größen H;; als bezüglich h linearen Anteil des Einstein-Tensors wie 
folgt ein: Nach 89:3.5 (b) lässt sich der Ricci-Tensor in die Form 


Ri = 1 g* (dr ge + Hdegir — Hd;gre — Kdegij) + Qi 


bringen, wobei Q;; quadratische Ausdrücke in den Christoffel-Symbolen sind. 
Dann ist der in h lineare Anteil von R;; 


(2) Si := Int (örhze + I;dchir — Idzhre — Irdchrz). 
Der in h lineare Anteil des Einstein-Tensors lautet entsprechend 
(3) Hy:= Sy-48n,; mit S:= nn Se, 
und die H;; erfüllen die Abklingbedingungen 
(4) Hy = Or). 
Weiter besteht die Darstellung 
5) HH” = HH”, 
wobei die H*“ gegeben sind durch 
ar = ni + een) Ah. 
Wegen der Schiefsymmetrie der H*‘ in den ersten beiden Indizes ergibt sich 
(6, 38° =9,H" = 80,0” =0, 


also Divergenzfreiheit der H ‘5 bezüglich der Hintergrundsmetrik. 
Aus H°% = 0 folgt ferner 


() H® = H’’ = 9,H®". 


Wir setzen zunächst voraus, dass alle Raumblätter N; diffeomorph zum R° sind, 
bezeichnen mit K,ı C N: Z R? die dreidimensionale Kugel {x° = t,r < p} 
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und mit S,,: die Sphäre {x° =t, r = p}. Das Verschwinden der Divergenz (6) 
liefert dann unter Verwendung des Gaußschen Integralsatzes 


[Era ER oH* x 


dt 
Nt Nt Nt 
= (dr - in [PH Rx 
Nt Kor 
= — lim H’“n.do = 0, 
IT 


wobei in der letzten Gleichheit die Abklingbedingung (4) verwendet wurde. 
Die Größen 


(8) PP = 5 [ H” dx 
Nt 


sind also unabhängig von t; d.h. wir haben Erhaltungsgrößen P? gefunden, die 
Komponenten des Energieimpuls-Vektors. 


Um zu einer Definition des Energieimpulses zu kommen, welche auch Raumzei- 
ten mit Singularitäten und Horizonten zulässt (das bedeutet, dass Raumblätter 
nicht diffeomorph zum R? zu sein brauchen, d.h. „Löcher“ besitzen können), 
formen wir die P3 darstellenden Integrale in Integrale über asymptotisch große 
zweidimensionale Sphären um. Nach (7) ergibt sich mit dem Gaußschen Inte- 
gralsatz 
u a 5 Zn a 
Nr Ko,t Kp,t 


Po Po 


= lim H*S° n.do. 
PR 


Der letzte Grenzwert ist ebenfalls unabhängig von t, denn bezeichnen wir für 
tı<ta, r>1 das Zylinderstück {tı <t<ta, r= p} mit T,, so gilt 


t2 
ff Hrnde= ff Herne] FH nsdodt 
Sp,tg Sp,tı tı Sp,t 
= [&%H“"nadodt. 
Ta 


Nach (ii) gilt 9 H®° = O(r”?), also ist das letzte Integral abschätzbar durch 
const-(t2—-tı)/p. Durch Grenzübergang oe — oo folgt die Gleichheit der Grenz- 
werte der beiden Integrale auf der linken Seite. 


Verwenden wir nun die Definition der H“°, so ergibt sich unter Beachtung von 
Okrhij = Or gij die allgemeine Definition des Energieimpuls-Vektors 


P=.(P',P,P,P)eM” 
für beliebige asymptotisch flache Raumzeiten M [EA]: 


(9) P’ = lim . F (Ob gav — dagsp) Na do, 


9 
= So,t 
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und für d5=1,2,3, 


pP? = lim . u { 8900 Oogab (809ec degove) dab } Tl do 


ex 





So,t 
9") ; 1 - ab c 
- im gr Io na — kön») do, 


wobei die k.» die Koeflizienten der zweiten Fundamentalform von N; sind. Die 
Faktoren vor den Integralen lauten in cgs-Einheiten c?/(167G) bzw. e?/(87G). 
Der Koordinatenvektor (PP, P!,P?, P?) wird der ADM-Energieimpuls und 
E = cP® die ADM-Enersgie des isolierten Systems (bezüglich der Raum- 
Zeit-Zerlegung) genannt, nach ARNOWITT, DESER, MISNER 1961 [95], die diese 
Erhaltungsgröße durch Interpretation der Feldgleichung als Hamiltonsches Sy- 
stem gewannen, vgl. WALD [79] App. E.2. Der hier gewählte Zugang folgt dem 
Konzept in WEINBERG [119] 7.6. 


Das Integral für die ADM-Energie E = cP® in (9’) enthält nur Koeffizien- 
ten der Riemannschen Metrik der Raumblätter N;. Hiernach kann die ADM- 
Energie für jede 3-dimensionale asymptotisch flache Riemannschen Mannigfal- 
tigkeit, unabhängig von einer umgebenden Raumzeit, eingeführt werden. Die 
Koordinateninvarianz der Energie wurde von BARTNIK [96] für Riemannschen 
Mannigfaltigkeiten mit integrierbarer Skalarkrümmung gezeigt. 


Die Integranden des Energieimpuls-Vektors sind nicht eindeutig bestimmt. Die 
erste Darstellung gaben EINSTEIN und KLEIN 1918, siehe PAuLi [121] 23, WEYL 
[122]837. Für Varianten verweisen wir auf ARNOWITT-DESER-MISNER [95], 
LANDAU-LIFSCHITZ [85] 8 100. Entscheidend ist jeweils das Bestehen einer Po- 
tentialdarstellung und die Divergenzfreiheit der Integranden wie in (5) und (6). 





(c) Geben wir der Newtonschen Gravitationsgleichung — Ad = 47Go eine 
relativistische Gestalt unter Verwendung der Lorentz-Metrik wie in 2.1, 


9; =M;+ hy mit hy = 20685, , 
so gilt nach (4),(5) in 2.1 








H°° = nn" H;; = Hoo = Soo 3.Sn0o = Ahoo = 2c Ab = Int 0. 


c2 
Für die Newtonsche Masse erhalten wir somit 
m=.| 60x =e/(816) | BYax=e’P’=e?E, 
R3 R3 
3.2 Eigenschaften des Energieimpuls-Vektors 
(a) Die Positivität der ADM-Enersie. 


SATZ. Sei M eine asymptotisch flache Raumzeit, welche eine geodätisch voll- 
ständige Cauchy-Fläche N besitzt, vgl. 3.1(b). Die Materie erfülle die domi- 
nante Energiebedingung, d.h. für den Energieimpuls-Tensor T gelte 
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T(X,Y)>0 für alle zukunftsgerichteten kausalen Vektorfelder X, Y. 


Dann ist der Einergieimpuls-Vektor P von M entweder zukunftsgerichtet und 
zeitartig, 


P® >06, «PP, =-P’P" +P!P'"+P’P°+P?P? <0, 
oder es gilt P=0. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn M der flache Min- 
kowski-Raum M” ist. 


Die ADM-Energie E = cP® stellt somit ein Maß für die Abweichung der Raum- 
zeit M vom Grundzustand M® dar: 


E > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn M = M®. 





Diese Aussage ist von fundamentaler Bedeutung für die Relativitätstheorie. Der 
Beweis ist aufwändig; der Grund hierfür liegt in der Nichtlinearität der Feldglei- 
chung, was zur Folge hat, dass sich die Energie nicht einfach als Integral über 
eine Summe von Quadraten schreiben und damit als positiv erkennen lässt. Die 
dominante Energiebedingung charakterisiert „normales“ Verhalten der Materie. 
Für ideale Flüssigkeiten ist diese äquivalent mit 


pls, 
(Orthogonalzerlegung von X,Y bezüglich U, 89:1.1(c)). 


Beweise gaben SCHOEN und YAU 1979/81 (Minimalflächenbeweis) [110] und 
WITTEN 1981 (Spinorbeweis) [111], BARTNIK [96]5. Diesen Beweisen waren 
zahlreiche Teilresultate vorangegangen, siehe hierzu den Artikel von BRILL und 
JAnG in [105, Vol.1] pp. 173-193. Einen Überblick über neuere Entwicklungen 
gibt der Bericht von BARTNIK [97]. 


(b) Die Energie von stationären, asymptotisch flachen Raumzeiten. 
Eine Lorentz-Mannigfaltigkeit M heißt stationär und asymptotisch flach, 
wenn sie asymptotisch flach im räumlichen Unendlich ist und ein zeitartiges, 
zukunftsgerichtetes Killing-Vektorfeld U besitzt mit 


U= 


bezüglich eines Koordinatensystems x = (x°,...,x?) wie in 3.1(b). Für ein 
solches gilt nach 1.8 (a) 


O6gij =0. 


Ein Raumblatt N C M wird asymptotisch orthogonal zu U genannt, wenn 
N ={x° = r} bezüglich eines solchen Koordinatensystems (o.B.d.A. = 0); es 
gilt dann also mit (U, 8.) = 90a 


90a = O(r"'), 0690 = O(r”*), &degoa = O(r”?), 
gleichmäßig auf kompakten Zeitintervallen. 


Die zweidimensionalen Sphären in N bezeichnen wir wieder mit S,, und deren 
äußeres Einheitsnormalenfeld in der Mannigfaltigkeit N mit n (Figur). 
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SATZ. Sei M eine stationäre, asymp- 
totisch flache Raumzeit mit Killing- 
Vektorfeld U. Dann besitzt die ADM- 
Energie E auf jedem zu U asympto- 
tisch orthogonalen Raumblatt NC M 
die Darstellung durch das Komar- 
Integral 





B= N (D,U,n) dV?, 
9009 
So 


hierbei ist v das zukunftsgerichtete Einheitsnormalenfeld von N. Ist N diffeo- 
morph zum R°, so gilt weiter 


E= % [ Re(U,v) av°®. 
N 


Für Koordinaten mit U = 66 gilt für die Koeffizienten von v 


v’ = —-vV-g9 9” mit g = det(g;), Y = det(gab)a,b>1- 


([ÜA] unter Verwendung von 9°’ = /g nach Bd.1, 817:3.4). Die zweite Dar- 
stellung der ADM-Energie lautet damit in Koordinatenform 


E=5 [ Ruvndx=-„ [ Bvradx 
{20=0} {29=0} 
= [ -D+N+TW+T}) v3 dx 
{29=0} 


die letzte Gleichheit ergibt sich unter Verwendung der Feldgleichung 





R = (nn -4T8) = AH(W-N-T2 -T}), vgl. 2.2(b). 


Für ideale Flüssigkeiten mit Druck p, Energiedichte e und Vierergeschwindigkeit 
V=v'd; (-1=(V,V)= vov +vav) folgt 


Be ,'f (e+3p + 2(e +Pp)vav“) v9 d’x 
120=0} 
Den Beweis für die erste Darstellung der ADM-Energie gab BEIG 1978 [98]. 
Die Gleichheit der beiden Integraldarstellungen zeigen wir in (c). Die zweite 
Darstellung leitete TOLMAN 1930 unter der Annahme ab, dass die Raumzeit 
Koordinaten besitzt mit 


1 
ns +0(-): Oagij ENT, 








2m a 1 N 
FH) = mit " Öij® +0(>) fürrr>1, 
r 
wobei m > 0 eine Konstante ist. Wir führen dies in (d) aus. Eine Metrik der 
Form (x) ergibt sich für die Schwarzschild-Raumzeit in isotropen Koordinaten. 
Für diese gilt nach $11:1.4(c) 
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2 = 
- (1-2) (1+) =-1++0(2), 
2r 2r iS r 


4 
(142) da = (14) 6m +0(-) , 9a = 0, 
2r r r 


und entsprechend für die ersten Ableitungen. 


900 


Jab 


Dass jede stationäre, asymptotisch flache Raumzeit Koordinaten mit (x) besitzt, 
wurde von BEIG, Simon 1981 [99] bewiesen. 


(c) BEWEIS der Gleichheit der Integraldarstellungen der ADM-Enersgie in (b). 
(i) Für jedes Killing-Vektorfeld U besteht die Identität 


V‚Vu = -Ru* bzw V;Vu = — Ruf, 
denn nach Definition des Krümmungstensors $9:3.4(b) gilt 

D;D;U - D;D;U = Rm(8,,0;)U bzw. ViVju* - V;Viu" = Röiut. 
Unter Verwendung der Killing-Gleichung V;w+V:w=0 (1.8 (a)) folgt 

VVw+V;Vew = ViVzue - V;Viw = Rijkeu" = — Rijeru". 
Hieraus ergibt sich 

2V,;Vew = (ViVzue + V;Vew) + (V;5Veui + VeViu;) 

— (VeV;u; + ViV zus) 


k k k 
= (—Rijer — Rjeir + Reijk) U = 2Reijku” = — 2Reirju”, 





wobei in den letzten beiden Gleichungen die Identitäten (3’) und (2) für den 
Krümmungstensors in 89:3.4 (d) verwendet wurden. Metrische Kontraktion lie- 
fert die Behauptung 


j je ie k L k k 
V;V’u = g V;Vew = -g Rerjü = — Reir u = — Rir u a 


(i) Das Vektorfeld X = D,U ist wegen (D,U,v) = 0 tangential zu N, d.h. 
X EVN. Unter Beachtung von N = {x = 0} ergibt sich 


X = X = DU =vVW; = VgV = - VO; 
= Ya "a Vrwd; = Y-aly V’udö;. 
Unter Verwendung der Identität (i) folgt 
: 1 a 1 a0 1 ;,,0 
divvX = — da X) = — 9(lvV-9 Vu) = — 9, (V-9 V’u 
u N (v7 ) NZ ( 9 ) Wz ;( 9 ) 
= Y-g/y V;V’uW = — Y-9/y Rau‘ = Ryu'v’ = Re(U,v), 
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und mit dem Gaußschen Integralsatz ergibt sich 


eo 


[ Re(U, v) dV? = N divvXdV? = lim [ divvXdV? 
N 














Ko 
= im. en) dr = Im. Dar, 
07x So 07x So 


(d) BEWEIS der ersten Integraldarstellung der Energie in (b) unter der Annah- 
me, dass Koordinaten mit (x), U= & und N = {x =0} existieren. 


Aus (x) ergibt sich 
Ob gab — Öa gen = —2 73 dan x? +25 0X" + o(5)=4%x2°+0(5), 


r 
und mit na = r"!x“ folgt nach 3.1 (b) (9) 
16nE = 16rP° = im S (% gas — dager) na dP? 
es 
= lim f (4mo” ? +0(0””)) dP? = 16rm. 


0X 
Sg 


Auf der anderen Seite erhalten wir für die Koeffizienten X“ des Vektorfeldes 
X=D,U auf N 


x“ V-3/Y veu = VeuP +o(r?) = Vau° +0(r”?) 
= Tau Hole?) = Tao + ol?) = — 3 dag00 + 0(r”?) 


= mr x" +o(r"?). 





Für das äußere Einheitsnormalenfeld n der Sphäre S, = {x =0, r = o} gilt 
Na = 0 'x° + 0(r), also folgt 


(X,n) = X'na = mo*a"a" + 000?) = mo? +0(0?). 





Weiter lässt sich unschwer zeigen, dass 
Br [aP? = An+olr) 
Sg 
gilt, woraus durch Grenzübergang o— oo folgt 














[(X;n)dP? = (me? +0(e Dr > 4rm = AnB. 
So So 


3.3 Beobachter des Energieimpuls-Vektors im räumlichen Unendlich 


Die Präzisierung des Konzepts der asymptotischen Flachheit im räumlichen Un- 
endlich einer Raumzeit (M,g) besteht in der Existenz einer positiven Funktion 
2: M — R mit der Eigenschaft, dass die Mannigfaltigkeit mit deformierter 
Metrik (M,N°g) zu einer größeren Raumzeit (M,g) erweitert werden kann und 
in dieser ein Randpunkt i° € 8M CM als räumliches Unendlich von (M,g) 
existiert. Damit ist gemeint, dass es eine Isometrie 
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db: (M,0°g) — (M,g) 


gibt (also & = N?g auf ı)(M) C M), dass für jeden Randpunkt pe Ib(M) c M 
gilt 
ee n=0, 

und dass jeder Punkt in d(M) mit i° durch eine Kurve in o(M) verbunden wer- 
den kann, die in i mit einem raumartigen Tangentenvektor endet, vgl. WALD 
[79] 11. Für eine solche Konfiguration kann der Energieimpuls der Raumzeit 
(M,g) in invarianter Weise als Vektor in i° € M eingeführt werden, siehe den 
Übersichtsartikel von ASHTEKAR in [105] Vol. 2, pp. 37-69. Bezüglich geeigneter 
Koordiatensysteme von M liefert der Energieimpuls die Komponenten (9'),(9”) 
des ADM-Energieimpulses. In diesem Sinn kann vom räumlichen Unendlich 
i € M aus der Energieimpuls-Vektor eines isolierten Systems „beobachtet“ 
werden. Eine Raumzeit kann mehrere räumliche Unendlich besitzen; z.B. hat 
die in 811:1.6 behandelte Kruskal-Szekeres-Raumzeit zwei räumliche Unend- 
lich, vgl. HAwKInG-ELu1is [75] 5.5. 


Das folgende Beispiel der zweidimensionalen Minkowski-Raumzeit (M,g) mit 
M = R? und der Lorentz-Metrik g : ds? = -dt? + da” illustriert dieses 
Konzept des räumlichen Unendlich. 


Zeigen Sie, daß die Abbildung 
Y:R’>R?, (1,2) (T,X) 

mit 
T = arctanv + arctanu, 
X = arctanv — arctan u, 
u=t-ır,v=t+tr, 

die Ebene R? auf das Quadrat 
Q={TX)|IT-X,T+X|<r} 





1 identifizieren — I 


abbildet, und dass auf diesem 


ds? = - dT? +dX? = 0° (- dt? + dx”) = N°ds? 








gilt mit 


2 T-X T+XN _ 2 

N2= 2cos ( 3 ) cos ( 5 ) BERTOTGETESe 
Die Raumzeit (M,&) entsteht durch Zusammenbiegen des Streifens {X| < r} 
zu einem Zylinder. Hierbei geht das Quadrat Q in die „unphysikalische“ Min- 
kowski-Raumzeit (d)(M),&) über und besitzt das räumliche Unendlich ;° als 
Randpunkt. 
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4* Variationsprinzipien für die Feldgleichung 


4.1 Das Hilbertsche Wirkungsintegral 


Für eine vierdimensionale orientierte Mannigfaltigkeit M ist das Hilbertsche 
Wirkungsintegral R(g) definiert als das Integral über die Skalarkriümmung 
R= R(g) von Lorentz-Metriken g 


R(g) = a R(g) dV*(g 
wobei U eine offene deimenze von M ist und die Existenz des Integrals gemäß 


89:7.1 vorausgesetzt wird. Für positiv orientierte Karten (U,x) gilt mit g = 
det(g:5) 


[ Rv-s dx 


z(U) 


SATZ (HILBERT 1915). Für jeden symmetrischen (0,2)-Tensor h auf M mit 
kompaktem Träger in U gilt 


ÖR(g)h = ER(g+ sh)|,_, = - [ Guh” avt, 
U 
wobei Gi = Rij — ıR gij der Einstein-Tensor der Metrik g ist. Macht also g 
das Hilbert-Integral stationär, d.h. gilt 
IRv(g) = 0 


für eine Koordinatenumgebung U CM jedes Punktes pe M, so erfüllt g die 
Vakuum-Feldgleichung R=0 bzw. Rj; =0. 


In traditioneller Notation schreibt sich die erste Beziehung 
Ss [Rv-9 d'x = ik ög" /g d’x 


BEMERKUNG. Die zweiten Ableitungen der Metrik im Hilbert-Integral lassen 
sich in einem Divergenzterm unterbringen: Nach 89:3.5 (a) gilt 


RV-9 = V-99" Ry = V-99" (AT, — 9T%,) + 
HlV-9g? 5) - lv-gg"Tr,) + 
&W°' + Ryz 5 


mit 

WEN Ta Tr), 
wobei der reduzierte Hilbert-Integrand Ry —g höchstens erste Ableitungen der 
Metrik enthält [öA]. In der ersten Variation des Hilbert-Integrals lässt sich das 
Integral über den Divergenzterm mit dem Gaußschen Integralsatz in ein Randin- 
tegral verwandeln und liefert daher keinen Beitrag zu den Euler-Gleichungen. 


Daher sind die Euler-Gleichungen des Hilbert-Integrals von zweiter und nicht 
von vierter Ordnung. 
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BEWEISSKIZZE. 


(i) Wir bezeichnen die Ableitung nach s an der Stelle s = 0 mit einem Punkt. 
Unter Beachtung von ij = hij erhalten wir die folgenden Beziehungen: 


1) 0 = gg ge = gg hr = —h”, 

2) v3’ = -I 479 99“, 

g"Ry = g® (VDE = VE) = V%k (9 N) eig (g“ Di) 
= %w‘ = dvW mit w := gY 1% u Il 


8) 


Weil die Ableitung d/ds mit partiellen Ableitungen vertauschbar ist, erhalten 
wir mit Hilfe von 89:3.2,89:3.3: 

Formel (1) aus 0= 5" = (gg) = ug" + gg”, 

Formel (2) aus g= (dg/dg”) 9” und der Relation 





*) rn = 99, 

die sich mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes ergibt, vgl. $9:3.3 (a). 
Für den Nachweis von (3) verwenden wir, dass die TE die Koeffizienten eines 
(1,2)-Tensors sind, siehe STRAUMANN [89] 8 II, 2.3.1. Fixieren wir p € U und 
eine Normalkarte um p, so gilt T};(p) = 0 (89:4.2(c)) und daher nach 89:3.5 
an der Stelle p 


R; = (AT - 85T, +IT+...)' = Al - 90 +00 4 
= 05-81, + TUT +... = VIE - VOR +TT- 











Aufgrund der Tensoreigenschaft der 2 gilt diese Beziehung dann in jedem 
Koordinatensystem. Aus (3),(2),(1) folgt 


(RV=-g)' = (’Ryvg) 
gPRav=g + gYRyvV=g + g"Rij(vV-g)" 
Gr) = g’Ryvg + (div W)V9 - a3 Reed V-g 
= (Ri ZRgi)g" V-g + (divW)V-g 
= - Gyh3 9 + (divW)V-g: 
Mit Hilfe des Integralsatzes von Gauß 89: 7*, angewandt auf ein stückweis glatt 


berandetes Gebiet D mit supph C D und kompaktem Abschluss D c U 
erhalten wir 


IR (g)h 


ZR(g + sh)|,-o = [(Rv-s) d'x 


D 
- [ Gijh” av* + [divWav* 
D D 
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= - [Guyh® dv? + [ (vv) (W,v) dV? = - [ Guyh” dv*, 
D 8D D 

weil h und damit W auf OD verschwinden. 

(ii) Macht g das Hilbert-Integral stationär, so wählen wir pe M, eine positiv 

orientierte Karte (U, x) um p und einen Vektor v = v’ö;l» € T,M. Weiter sei p 

eine Buckelfunktionmit Träger in U und h® = pv'v’. Dann gilt 


fi (Guvv’/-g) pd’x=ÖöRu(g) =0, 


und mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung $2:1.4 ergibt sich 
Gij(p)v’v’ = 0 für alle v = v’d;|, € T,M, woraus G;; = 0 und dazu Äquivalent 
Ri; =0 nach 2.2 (b). 














4.2 Variationsprinzip für das elektromagnetische Feld 


Wir erinnern an die Begriffe des elektromagnetischen Feldes in 2.4 (a). Auf einer 
vierdimensionalen orientierten Mannigfaltigkeit M sei eine Ladungsstromdichte 
Je VM gegeben. Wir stellen die Faraday-Tensoren des elektromagnetischen 
Feldes durch Potentiale dar, d.h. durch 1-Formen A € dıM mit 


F=dA bzw Fj = 9A; - 9A. 


Das Wirkungsintegral ist in Abhängigkeit von Lorentz-Metriken g und Poten- 
tialen A & dıM definiert durch 


we) = | (ale) 2A) av, 
L(g,A) = & Fuer" - 2A! = 9°" g" FijFre — 2A: J' 
= gg?" (8,A, — 9;4,) (Ir Ar — Ar) — 2A, J". 

Für die Feldgleichung des elektromagnetischen Feldes und die Maxwell-Gleichungen 
gilt das folgende Variationsprinzip: 
Satz. Ist (g, A) eine stationäre Stelle des Wirkungsintegrals, 

öW(g,A) = 0 (lokal zu verstehen wie in 4.1), 
so gilt 

Gy = 8nTi, GP = Anl. 


Die erste Gruppe der Maxwell-Gleichungen ist schon auf Grund der Potenti- 
aldarstellung dF =d?A=0 nach 88:5.2(b) erfüllt. 


BEWEIS. 
Für die Funktion Lo := (1/8w) Fre F** gilt nach 4.1 (1) und 2.4 (b) 
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dg° dg  Oge dg Mm’ 
1 &Lo(V- 1 1 
1 love) _ Ep 5 Lo 90 





Ov=9 _ 3 8 _ 2 gög, 0 = Lg pa, 


Te, > = 
= „m (e Fir Fje — - gi Fre F ) = Vize 


Bezeichnen wir wie im vorigen Beweis die Ableitungen nach s an der Stelle s = 0 
wieder mit einem Punkt, so folgt mit (**) 


((R - 87 Lo)V-9)" = - (Gij - 8nTi5) h” 
nach Streichung der Divergenzterme. Damit ergibt sich 

öW(g,A)(h,0) = Z W(g + sh, A)|,_. = 0 > Gy = 8nT;;. 
Es bleibt noch zu zeigen: 

öW(8,A)(0,B) = -8n LW(g, A+ sB)|,_, = 0 > VE = An. 
Für L:= Fur" — 167 A;J° = 8n (Lo — 2A; J') = ergibt sich unter Beachtung 
von (9Ax)" = diAr = Br 

8nL = gYg"'((;Ar — Ai) (8; Ar — 9045))" — 160 AR J* 

= 2 gg"; Är — As) (9; Ae — 0.45) — 167 Br. J* 

= 2 gg" (9, Br — Or Bi) Fje — 167 Br I" 

= V;Br — VaB;)F* — 167 BB. J" = 4(V; Br) F** — 167 Be J® 

= 4V; (Ba F"*) — ABRV; FR — 167 BE. JF = 4V;w? + AV; FF — An JR) By. 
Analog zum vorigen Beweis folgt nın V;F"* = 4nJ*. DO 


4.3 Variationsprinzip für einen rotierenden Stern 


Der Stern wird modelliert durch eine ideale Flüssigkeit mit einer gegebenen Zu- 
standsgleichung n +— (p(n),e(n)), Baryonendichte —— (Druck, Energiedichte). 
Druck und Energiedichte sind durch den ersten Hauptsatz der Thermodynamik 
miteinander verbunden 


en) = ED, ©: 0) >0, 


siehe MISNER-THORNE-WHEELER [86] 822.2. Um eine starr rotierende Materie- 
verteilung zu ermöglichen, legen wir eine stationäre, axialsymmetrische Raum- 
zeit M zugrunde, gekennzeichnet durch zwei kommutierende Killing-Vektorfel- 
der & und n ([&,n] = 0), € zeitartig mit Integralkurven diffeomorph zu R, und n 
raumartig mit Integralkurrven, die außerhalb der Rotationsachse Y := {n = 0} 
diffeomorph zur Kreislinie sind. Senkrecht zu der Ebenenschar Span{£|», no} 
mit pe M\Y existieren zweidimensionale Flächen (KuUNDT-TRÜMPER 1966). 
Wir wählen auf solch einer Meridianfläche Koordinaten (r,z) und ergänzen 
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diese auf einem Raumblatt N C M zu Zylinderkoordinaten (r,2z,@) mit n = 
Ög. Durch Transport längs der Orbits von & und n erhalten wir Koordinaten 
(x,x',x?,x?) = (t,r,2,p) für M\Y mit € = d.. Die Lorentz-Metrik g von 
M \Y läßt sich bezüglich dieser Koordinaten in die folgende Gestalt bringen 


ds? SEEN ai, 12 SE rei t2H (dp Br Ndt)? PB ert2e (dr? EB dz?), 


mit Funktionen F,G,H,Q, die nur von (r,z) abhängen. Die unter € und 7 
invariante Baryonendichte n des Sterns fassen wir ebenfalls als Funktion von 
(r,z) auf. Die Vierergeschwindigkeit des Sterns bei Rotation mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit w ist 


u=(£E+wn)/|E+ wn|| = ud; = u’ (do + wös). 


Aus (u,u) = -1 folgt u" = e"/Y1-v2 mit v := re"+H(o — 9). Zu den 
Killing-Vektorfeldern & und n gehören die Erhaltungsgrößen Baryonenzahl und 
Drehimpuls 


Als) = - Sntuv) av’) = 2 | ee OH ardz, 


N {r>0} ba 
I(e) = [ T(n,v)dV’(h)=2r [ (e(n) + p(n)) == IFFZCHEH „2 grdz. 
N {r>0} 


Hierbei ist h die von g auf N erzeugte Metrik, v das zukunftsgerichtete Ein- 
heitsnormalenfeld von N, und 7 der Energieimpulstensor von idealen Flüssig- 
keiten 2.3 (a). Als Wirkungsintegral wählen wir 


wie) = (TE) + 0. 


= 2. le(n n) + p(n)) 2 ARE TIOHE arg 
{r>0} 
+4 S {IVFP- (VG,VH) - gr? e"Rvgl? 
{r>0} 


+ 29,(H _ G)}et r drdz. 


Der in 4.1, Bemerkung definierte reduzierte Hilbert-Integrand ist hier durch 
Ryzg = es Ö1W! - 88W? gegeben, da die Koeffizienten der Metrik nur 
von (x1,x?) = (r,z) abhängen. Im letzten Integral sind V,(.,.),|.| im Sinne 
der euklidischen Metrik des R? zu verstehen. 





SATZ ( HARTLE-SHARP 1967 [104]). Zu gegebener Zustandsgleichung (p,e), gege- 
bener Baryonenzahl A > 0 und gegebenem Drehimpuls J liefert jede stationäre 
Stelle g des Wirkungsintegrals W unter den Nebenbedingungen A(g) = A, 
J(g) = J die Feldgleichungen für einen rotierenden Stern. 


Drücken Sie die Koeffizienten von g durch Skalarprodukte von & und n aus. 
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811 Raumzeit-Modelle 


1 Schwarzschild-Raumzeiten 


1.1 Übersicht 


Die Schwarzschild-Raumzeiten entstehen als Lösungen der Feldgleichung für ein 
Raumzeitmodell, in welchem ein nicht rotierender, kugelsymmetrischer Stern die 
einzige Quelle des Gravitationsfeldes ist. Hierbei wird eine statische, asympto- 
tische flache Raumzeit zugrunde gelegt, denn statische Raumzeiten besitzen ein 
wirbelfreies Bezugsfeld (810:1.8(d)) und die asymptotische Flachheit model- 
liert die Abwesenheit von weiteren Sternen (8$10:4.1(b)). 

Zwei Fälle sind zu unterscheiden: 


— Die reguläre Schwarzschild-Raumzeit. In dieser wird ein aus einer 
idealen Flüssigkeit bestehender Stern mit nicht zu starker Massenkonzen- 
tration betrachtet. 

— Die singuläre Schwarzschild-Raumzeit. Diese besteht aus einem sta- 
tischen Teil und einem schwarzen Loch, welches eine Singularität umgibt. 
Dieses Modell kann als Endzustand eines nichtrotierenden, kugelsymmetri- 
schen Sterns nach dem Gravitationskollaps aufgefasst werden. 


1.2 Modellbildung 


Wir gehen aus von einer statischen Standard-Raumzet M= Rx N mit 
der Metrik ds? = —A(g) dt? + ds?,, wobei N eine dreidimensionale Riemann- 
Mannigfaltigkeit mit Metrik ds? und A eine positive Funktion auf N ist, vgl. 
810:1.8 (e). 

Die Modellierung der sphärischen Symmetrie können wir aus Platzgründen nur 
andeuten. Diese bedeutet, dass N (und damit auch alle Ruheflächen N: = 
{t}x N in M) eine zur SO3 isomorphe Gruppe SO3 von Isometrien besitzt. 
Für jeden Punkt ge N (mit Ausnahme möglicher Fixpunkte) entsteht durch 
Anwendung der Isometrien d € SO3 auf q eine zur Einheitssphäre S? diffeomor- 
phe zweidimensionale Untermannigfaltigkeit S, = {d(q) | d € SO3}, genannt 
Orbitsphäre von q. Mit Hilfe des Flächeninhalts V?(S,) der Orbitsphären 
(vgl. 89:7.1) erklären wir den Schwarzschild-Radius als Funktion 


r:M—R mit r(p) =r(t,g) := y V?(S,)/Ar, 
also durch Arr(p)? = V?($,). Die Schwarzschild-Zeit ist die Projektion 
t:M>R, p=ltg)rt. 


Unter der Annahme, dass Vr nirgends verschwindet, lässt sich ein Koordina- 
tensystem (t,r,@0,’) auf M einführen, bezüglich dessen die Lorentz-Metrik die 
Gestalt 
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(x) ds?” = - A(r)dt? + B(r) dr” +r? do” 


hat, wobei A, B positive Funktionen auf dem Bildintervall 7 =]a, b| des Schwarz- 
schild-Radius r sind und do?” = d6? + sin? 0 dp? die Metrik der Einheitssphäre 
5? CR? ist. Für eine genauere Begründung der Kugelsymmetrie siehe WALD 
[79] 6.1, HAwKınG-ELuis [75] App.B. 


Hiernach kann die Raumzeit M als Produkt Rx I x 5? geschrieben werden. 
Die Bedingung der asymptotischen Flachheit verlangt b = oo und für r —> oo 
den Übergang der Lorentz-Metrik in die lache Minkowski-Metrik 


ds, = -di’ +dr +r? do”, also 
(**) lim A(r) = lim B(r) =1. 


Too To 


1.3 Aufstellung der Feldgleichung 


Für die Koeffizienten G? = RF - ıR ö® des Einstein-Tensors (8$9:3.5) der 


Metrik (x) bezüglich der Koordinaten (2°,x',2?,x°?) = (t,r,0,p) ergibt sich 


nach längerer Rechnung 


Ge A ER Br ER 
a=-4+3(5-5  Assatrgiatra): 


Be. ET EN 
a-d-5(4 Alla) r\a Bl) 


vgl. HAWKING-ELLIS [75] App. B. 
BEMERKUNG. Dieses Ergebnis gilt auch im Fall A, B < 0, d.h. wenn 9, zeitartig 
und ö; raumartig ist. 


Wir nehmen an, dass die Energiedichte e und der Druck p wie die Lorentz- 
Metrik nur von r abhängen. Für das Vierergeschwindigkeitsfeld der idealen 
Flüssigkeit wählen wir das Bezugsfeld der statischen Raumzeit ($10:1.8 (d)), 


U = ld" = A? on. 


Für deren Komponenten ergibt sich u* = ATU2Ek, u = — AU? 60, die Koef- 
fizienten des Energieimpuls-Tensors (vgl. $10:2.3 (a)) lauten daher 


TE = (e+pJwu +pH = -(ce+)Eh + pP. 


Die Feldgleichung besteht somit aus dem Gleichungssystem 


1 1 1 B' 
(1) ats (= z) a SnTP STE, 














ı 
(2 -4 +3 (4) Gi = Su} = 8mp, 





rA 
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1 (4A” A/(/aA B 1/([A! B 
3) »&-5(& | 2) | :( z)) ern 


und G3 = 87T} = 8rp ist mit (3) identisch. 








Die Divergenzgleichung V;TF = 0 liefert die Gleichung des hydrodystati- 
schen Gleichgewichts 
' ' 
p A 
() — =-—. 
e+p 2A 


LEMMA. Bei Gültigkeit der Gleichungen (1) und (2) sind die Gleichungen (3) 
und (4) äquivalent. 


BEWEIS. 


Seien Lı, La, La die linken Seiten von (1), (2), (3). Wir eliminieren A”/A in La 
mit Hilfe der differenzierten Gleichung (2). Unter Beachtung der aus (1), (2) 


A’ 


folgenden Beziehung 5 (Z + &) =8rr(e+p) ergibt sich 





L3 -8np = Las -Ia = 2rr (2p' = A (<+D)), 











woraus die Behauptung folgt. 





Hiernach können wir uns bei der Lösung der Feldgleichung auf die Betrachtung 
der einfach gebauten Gleichungen (1), (2) und (4) beschränken. 


Gleichung (1) ist äquivalent zu 
= ß An r 
(1) B(r) = (1-2r’wfr))"" mit u(r) = 3 Kae ds. 


Denn es gilt 








! G 
(sn -r+ 27a) = un - FR - 14 807°eln) 





lim (» = r+27°u(r)) =. 


Eliminieren wir in (4) den Term A’/A mit Hilfe von (2) und drücken B gemäß 
(1’) durch u aus, so erhalten wir die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Glei- 
chung (TOV-Gleichung) 


ee ia) u) 

1- 2r2u ; 
(TOLMAN, OPPENHEIMER, VOLKOFF 1939). Aus einem Lösungspaar p, u dieser 
Gleichung ergeben sich die Koeffizienten A und B mit (2) und (1’). 
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1.4 Die reguläre Schwarzschild-Raumzeit 


(a) Wir betrachten das Innenraum-Problem für die reguläre Schwarzschild- 
Raumzeit. Gegeben sei der Zentraldruck po = p(0) > 0 und eine Zustands- 
gleichung e = f(p), wobei f : R+ — R, eine stetige, in ]0, oo| C*°-dif- 
ferenzierbare Funktion ist mit f(0) =0, f’(s)>0 für s>O und 


po ds 
io rn 
0 


Die letzte Bedingung hat die Unbeschränktheit von f’ nahe 0 zur Folge. 
gung g 


Die Lösung von (2’) in 1.3 mit der Anfangsbedingung p(0) = po erfordert auch 
die Bestimmung von u. Hierzu beachten wir, dass u der singulären DG 


wer) = (Are(r) - 3u(r))/r 
genügt; eine Anfangsbedingung für u kann bei dieser in in r = 0 singulären DG 
nicht vorgeschrieben werden. Wir charakterisieren a jetzt durch diese DG und 
kommen so zu dem Anfangswertproblem für das DG-System 


; Are — Zu 


En = 


‚ _ _ rle+p)(u+4np) = 
pP = ag p(0) = po. 


(TOV) 


SATZ (RENDALL, SCHMIDT 1991). 


(1) Für jeden Anfangswert po >O gibt es genau ein Intervall [0,R| (O<R< 
00), auf welchem das System TOV ein eindeutig bestimmtes Lösungspaar p, u 
besitzt mit 


p(r) >0 in [O,R[, lim p(r)=0. 
r>R 


(2) In cgs-Einheiten gilt 
2 


2 Se(s)s’ ds < 2 für r<R. 
f) 


c 2G 


po 
(3) Der Sternradius R ist endlich, falls [ f(s)”” ds < . 
0 


Nach (2) gilt insbesondere 
2 2 


m = a — R mt — =673:107 /cm 
el 2G Tee RL 


Wir zeigen in (c), dass mc? die ADM-Energie und m die Masse der Schwarz- 
schild-Raumzeit ist. 
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BEMERKUNGEN. (i) Wegen des singulären Charakters des DG-Systems (TOV) 
kann der Existenzbeweis für die Lösungen nicht mit Standardmethoden geleis- 
tet werden, sondern erfordert eine eigene Lösungstheorie. Für den Beweis des 
Satzes und der nachfolgenden Bemerkung (ii) siehe [108]. 


(ii) Eine weitere hinreichende Bedingung für die Endlichkeit des Sternradius R 
liefert die fast polytrope Zustandsgleichung p = f'(e) = Ke’ + Le”! mit 
Konstanten O<L<XK und 5/4 <y<2. 


(iii) BUCHDAHL zeigte 1959 die Masse-Radius-Schranke 


40 
<<-— R 
re 
mit Gleichheit nur für e = const und p(0) = oo. Diese Schranke liefert also 
eine notwendige Bedingung für die Existenz des statischen Sternmodells, siehe 
STRAUMANN [89] Ch. 6.6.3, WALD [79] 6.2. 


Im Fall konstanter Energiedichte e = const = eo > 0 als Zustandsgleichung ist 
u(r) = 4reo/3, und die TOV-Gleichung ist eine DG mit getrennten Variablen. 
Die Integration mit dem Anfangswert p(R)=0 (eo, R > 0 gegeben) ergibt für 


Er 
u(r) — u(R) 2Mr? AnGR? 
Fi KB A Fr a _ M a 
DET u) Rs’ 32 
Die aus der Positivität des Nenners folgende Ungleichung 3u(R) > u(0) = 1 
liefert wieder die Schranke m < 4c’R/(9G). 
SCHWARZSCHILD fand diese Lösung der Feldgleichung für Sterne konstanter 


Energiedichte 1916, nur wenige Monate nach Einsteins Aufstellung der Feld- 
gleichung; siehe FÖLsınG [123] IV.2. 


mit u(r):= 4/1 





0O- 


In der klassischen Mechanik lautet die zur TOV-Gleichung analoge Beziehung 
p(r) = -e’ro(r)w(r) mit e:=c°e, u(r) := “2 [ o(s) s’ds. 
0 


Diese Gleichung ergibt sich unter den Annahmen p & e, ru & 1 aus der 
TOV-Gleichung. Bei konstanter Massendichte 0 = 00 > 0 ist u(r) = Ar 00/3, 
und die Gleichung des hydrostatischen Gleichgewichts geht über in 


Arcor 
3 
Die Integration mit dem Anfangswert p(R) =0 ergibt hier 





p(r) = - r. 


1 
= Inc 


T\3 2 4 r\2 n 
p(r) 3 (R’-r’)= (=) mio,’ (1- (+) ) für O<r<R. 





Die Newtonsche Mechanik erlaubt somit Sternmodelle beliebig großer Masse 
m = 4rmooR°/3, da R und 00 beliebig groß gewählt werden können. 
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(b) Der Außenraum des Sterns besteht aus dem Raumzeitgebiet {r > R}. In 
diesem wird Vakuum e = p= 0 angenommen, wodurch die Feldgleichung (4) 
in 1.3 identisch erfüllt ist. Die übrigen Komponenten der Feldgleichung (1),(2) 
aus 1.3 lauten 


a, sa Ze 
r? B\r rB ; r2 B\r rA) 
Die Subtraktion beider Gleichungen liefert 0 = A’/A+ B’/B = (log(AB))', 


also AB = const und unter Beachtung der asymptotischen Flachheit (**) in 
1.2 dann AB =1. Aus 1.3(1') folgt 


B"! I _ B"! B?PB _ 2! 1 B’ e: 
(r ) = —T. =tr 72 TB =T, 








somit 
= k 2 i 
A=B’" =1+- mit einer Integrationskonstanten k. 
r 


Bei der Zusammensetzung der Innenraum- und Außenraum-Lösung fordern 
wir die Stetigkeit der Gesamtlösung auf ]0, oo[, also den stetigen Anschluss der 
Metrik Ainnen (R) = Aaußen(R) , Binnen (R) — Baußen (R). 
Unter Beachtung von 

p(R)=0, e(R) = f(p(R)) = 0, 

wW(R) = R'(Are(R) - 3u(R)) = -3R”*m, 
und der Gleichungen (1’),(2) in 1.3 ergibt sich, dass wir den stetigen Anschluss 


der Metrik durch die Wahl k = — 2m für die Integrationskonstante erreichen. 
Damit erhalten wir (jetzt in geometrischen Einheiten) 


R 
(***) Ar) = B(r)'=1- m" fürr>R mit m=4r[e(s) s’ds. 
0 


Die hiermit gefundene reguläre Schwarzschild-Raumzeit besitzt eine Me- 
trik, die am Sternrand r = R einen Sprung in den ersten und zweiten Ablei- 
tungen besitzt. Der Begriff der Raumzeit muss also für dieses Sternmodell also 
modifiziert werden. 

(c) Die Zahl me? ist die ADM-Energie der regulären Schwarzschild-Raumzeit. 
Hierzu bringen wir die Schwarzschild-Metrik im Außenraum durch eine Trans- 
formation der Radiuskoordinate r > o(r) (r >2M) in die isotrope Gestalt 


d? = - ((1-#)/(1+ u)’ de? +(1+ U)" (dy!ay! + dy?dy? + dy’ay?) 
mit 
e= Vyuiy+y?y?+y®y?, M = Gem. 


Koeffizientenvergleich der Schwarzschild-Metrik ds? = — A(r) c? dt”+B(r) dr?+ 
r?do” mit der isotropen Form ds? = - a(o)"*b(o)°c? dt” + a(o)*(do? + 0°do?) 
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unter Beachtung von do = o’(r) dr führt auf die DG 


e’(r) = elr) (1- a 


mit der Lösung 








0 3(r M + r2 2Mr) bzw. r=o(l+ u. 


Für die ADM-Energie E = cP° erhalten wir aus der isotropen Form der Metrik 
nach Gleichung (9) in $10:4.1(b)) 


2 
E= mc. 


1.5 Die singuläre Schwarzschild-Raumzeit 


Der bei der regulären Schwarzschild-Raumzeit ausgeschlossene Fall R < 2m 
(m/R > 6.75: 10°” g/cm im cgs-System) bedeutet extrem hohe Massenkonzen- 
tration. Es zeigt sich, dass ein solcher Stern zwangsläufig kollabiert, was nur 
durch ein dynamisches Modell beschrieben werden kann. Dies kann hier nicht 
ausgeführt werden, wir verweisen auf CHRISTODOULOU [100], [101]. 

Wir behandeln den Grenzfall R = 0, vorzustellen als Endzustand des Sterns 
nach dem Gravitationskollaps. Der kollabierte Stern ist hierbei nicht mehr 
Bestandteil der Raumzeit, sondern manifestiert sich in einer Singularität der 
Raumzeit, welche von einem Bereich eines extremen Gravitationsfeldes umge- 
ben wird, einem schwarzen Loch. 


Wir gehen von der Metrik des Außenraums in 1.4 (b) aus, 


-1 
5) de’ =- (1- =) dt? + (1- =) dr” + 7? do? 
fürr> R=0. 
Zu dieser gehören jetzt zwei Lorentz- N 
Mannigfaltigkeiten ! 

Mi =RxhxS°, 


M3=RxhxS° 


mit Iı = ]2m, |, I2 = ]0, 2m[. Ne d y. d 


In M3 ist Ö: raumartig und ö, zeitartig 








wegen 5 
0,0) = - (1-®) >o0, 5 
Er 2) r 

(0,0) = (1- ®) <0. ö ” 


Die Koeffizienten des Einstein-Iensors ergeben sich wie in 1.3 nach der dort 
gemachten Bemerkung. Wegen e=p=0 gilt G? =0 und damit auch RF=0 
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in M$. Wir versehen M$ mit der durch das zeitartige Vektorfeld —ö, erzeugten 
Zeitorientierung; die gleiche Lorentz-Mannigfaltigkeit mit der entgegengesetz- 
ten Zeitorientierung bezeichnen wir mit M3. Die Raumzeiten M$ und M$ sind 
nicht statisch, vgl. O’NEILL [64] 13, 8.Cor. 


Wir zeigen im Folgenden, dass die drei Raumzeiten M?, M?, M3 zu einer 
größeren Raumzeit vereinigt werden können. Hierzu benötigen wir neue Koor- 
dinaten, welche die „Trennwände {r = 2m}“ überdecken. Die auf beiden Seiten 
geltenden Gleichungen det(gij;) = —r*sin?6, RymeRÜ* = 48m?r° werten 
wir als Indiz dafür, dass sich nahe „{r = 2m}“ nichts Dramatisches abspielt. 


(b) Wir wollen die geometrischen Verhältnisse in M 27,M3,M 3 mit Hilfe von 
radial laufenden Lichtteilchen mit verschwindendem Drehimpuls studieren. Zu- 
nächst stellen wir Erhaltungsgrößen auf: 


Erhaltungssatz. Für jedes frei fallende Materieteilchen oder Lichtteilchen 


s— a(s) & (2° (s),2'(s),2° (8), 2°(s)) = (t(s), (8), 0(s), (8) 


in den drei Raumzeiten M?, M3, M? mit den Anfangswerten 


(1) ae 
[ 


8) rd = er 
JS? 2m 
(4) (»+&) (1-=) +? = PR 
Hierbei ist u := — (&,&), also u =1 für materieartige und u =0 für lichtartige 
Teilchen. 


Die vorgeschriebenen Anfangswerte bedeuten keine Einschränkung, da sie durch 
Wahl der Winkelkoordinaten für jedes Teilchen herstellbar sind. Die Gleichung 
(4) zeigt Ähnlichkeit mit dem Energieerhaltungssatz der klassischen Mechanik. 
Die Konstante E ist für ein Materieteilchen der Masse 1 mit der vom statischen 
momentanen Beobachter u = (1- 2m/r)-"/?&, (r > 2m) gemessenen Energie 
Eo verbunden durch E = (1- 2m/r)'/?Eo, vgl. $10:1.4 (a), [0A]. 


Aus diesen Erhaltungsgleichungen lassen sich berühmte Tests der Relativitäts- 
theorie ableiten: Perihelbewegung des Merkur, Ablenkung und Laufzeit-Verzöge- 
rung von Lichtstrahlen nahe der Sonne. Wir müssen aus Platzgründen hierauf 
verzichten und verweisen auf D’INVERNO [81] 15, O’NEILL [64] 13, WEINBERG 
[119] 8.4-8.7, MISNER-THORNE-WHEELER [86] 8 40.4. 
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BEWEIS. 


Wie in 87:5.2 ergibt sich [öA], dass die geodätischen Differentialgleichungen 
äquivalent sind zu den Euler-Gleichungen (EG) der Lagrange-Funktion 


L(z(s),&(s)) = 3 (&(s),&(s)) = 3 9i;(x(s)) &'(s) #’(s) 


= & 
Na BEN TBEN E e)) 


Diese lauten in der Notation von 82:1.3 (f) 


0-22] [-(-m)i]-a 





ds dt ds 


dt r 
re 
ds Lör Or 
d 2m\-t. Mm 2 2m\?m .2 12 aun?n :2 
— 2[@-2&) | Et -(1-=) et -r(Ö +sın 04°), 
d TOL OL dro, 2. „2 
0 | 6] - sind cn, 


_d|jöL| ÖL ad 2.7295] _ 
Fr E Do gs [r sin 0%] 0. 


Die erste EG ist mit (1) äquivalent. Das AWP für die dritte EG bei gegebenen 
Funktionen r(s),p(s) hat zu den Anfangswerten (0) = m/2, 6(0) = 0 genau 
eine Lösung. Da die Konstante 8 = r/2 eine Lösung ist, folgt Gleichung (2) 
für alle s. Die vierte EG ergibt zusammen mit 0 = m/2 die Gleichung (3). Aus 
(1),(2),(3) (oder aus der zweiten EG) ergibt sich Gleichung (4): 


= 
u = (&,0) = (1 =) 2 4 (1-=) 2 +72? 
r r 
—_: =1i 2 
- -(1-) E? + (1-®) e4+YL. 
r r r 


Wir betrachten nun radial laufende Teilchen mit verschwindendem Drehimpuls, 
also mit 0 = const, p = const, 0.B.d.A.4 = 7/2, 9 =0. 

















FOLGERUNG 1. Für jedes radial laufende lichtartige Teilchen in einer der Raum- 
zeiten MS, M3, M3 gibt es Konstanten to,ro mit 


2m 





nr 
=(t-b)=r- 2m log —— 
( o)=r-ro + gen 


für r,ro >2m bzw. 0 <r,ro < 2m. 
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BEWEIS. 
Die Gleichungen (4), (1) des Erhaltungssatzes liefern mit J= u =0 


tr =E= (1-)i. 
r 





Fassen wir r als Funktion von t auf, so folgt 


La DE (1 -2®) 
ae ne r) 


Für die Lösung dieser DG mit r(to) = ro ergibt sich nach bewährtem Muster 


dr 
+(t-to) = ja [2 Zu - [am 


ro ro 











— 2m 














Fr ro +2m log 
ro — 2m 


Wir schreiben jetzt wieder r für die Eigenzeit. 


FOLGERUNG 2. Jedes radial frei fallende Materieteilchen in M}, M? oder M3 
mit Energie E < 1 ist in den (rT,r)-Koordinaten ein Zykloidenstück und zwar 


gilt mit R=m/(1- E?), a= E/V1- E? = V(R/m)-1 
(i) T=nHt E Ro+sno), r = R(l+cosv), 


wobei ıh der Abrollwinkel der Zykloide ist. Für die zugehörige t-Koordinate ergibt 
sich 


(ii) t=to + 2m (0 | =Ie + sin b) 











a + tan(ıb/2) 
log a— tan(ı/2) | ) ; 





Die Figur zeigt radial laufende Licht- 
teilchen in M? und M?. At ı 
BEWEIS. 
Nach Gleichung (4) im Erhaltungssatz 
gilt mit u=1 und J=0 

2m 

















E? =1-- +7, also 
r 
2m 2m m 
= 4[—+E?-1 = 4 —- — 
5 r r R 
_,jm 2R-—-r 
= R r > 
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Dies ist bis auf den Skalierungsfaktor /m/R die Differentialgleichung der Zy- 
kloide. Deren Lösung kann nach $2:2.3 (a) als durch den Abrollwinkel ı) para- 
metrisierte Kurve 
F='70:£ VER +siny), r = R(1+cosıb) 
dargestellt werden. Für t als Funktion von ı ergibt sich mit (1) 
re 
db drdb r dab 
Nach Einsetzen der von ı) abhängenden Funktionen r und dr/dıb folgt Glei- 
chung (ii) durch Integration, [UA]. 

















In M? seien zwei Beobachter 7 > ao(r) = (to(r),r0,6,g) und o + 
aı(o) = (tı(c),rı,0,p) mit ro,rı > 2m gegeben. Zeigen Sie, dass die Rotver- 
schiebung zwischen beiden gegeben ist durch 


14: YO-2)/a-2). 


73. ro 


1.6 Die Kruskal-Szekeres-Raumzeit 


Die Kruskal-Szekeres-Raumzeit stellt die (im Wesentlichen eindeutige) Fort- 
setzung der drei singulären Schwarzschild-Raumzeiten dar. Deren Konstruk- 
tion beruht auf der Wahl von Koordinatensystemen, welche die Trennwände 
„{[r = 2m}“ überdecken. Wir motivieren diese Transformationen durch eine 
Vorbetrachtung. 


(a) 1. Schritt: Wir wählen in M} und M3 Koordinaten (n,r, 0, p), durch welche 
radial einlaufende Lichtteilchen (F < 0) als Geraden dargestellt werden. Nach 
Folgerung 1 von 1.5 (b) ist 


n := t+r+ 2mlog|r — 2m] 


konstant längs dieser lichtartigen Teilchen und leistet somit das Gewünschte. 
Analog wählen wir in M? und M3 Koordinaten (£,r,6, 0), durch welche radial 
auslaufende Lichtteilchen ( > 0) gerade gebogen werden. Hier ist entsprechend 


&:= t-r - 2mlog |r — 2m| 


als neue Koordinate anstelle von t zu wählen. r ist dann eine Funktion von & 
und n. Führen wir in M? nun (£,n,0, 0) als Koordinaten ein, so ergibt sich 


de = dt - (1-22) "ar, 
dn = dt + (1-20) 'ar, 


ds? = - (1-22) d£dn + r?do”. 
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Ey 
Hassstierei essen 


2m r r=2m 


S 


Die Koordinaten (n,r,0,®) und (£,r,0,’) werden Eddington-Finkelstein— 
Koordinaten genannt. 


2. Schritt. Die immer noch fehlende Definiertheit der Metrik in r = 2m lässt 
sich jetzt durch einfaches Umskalieren &> u=u(E), n> v= v(n) beseitigen: 
Nach einigem Probieren finden wir für die Koordinaten (u, v,0,y’) mit 


nd 
u=ewp( Am 2) PR am 2 


(die Terme —1/2 in den Exponenten erweisen sich später als praktisch, für den 
Moment sind sie ohne Interesse). Es ergibt sich 











r 1 E 1 Be! n >) 

du = er A 5) «€: dv = er 5 dn, 

= 1 NER ) 
dudv = — Im? exp ( dr, —1)d&dn 

Se e („= +00 (r- 2m) - 1) ded 

— 7 Tom? Pam 7 08 " 

1 r 
Be (r - 2m) exp (> -1) de dn 





r 2m r 
-- ml Tel -)ea, 


16m? 


ds? = 





exp (\ >) dudv + r? do”, 


[ÜA]. Die Metrik ist in diesem Koordinatensystem nun auch in r = 2m definiert! 
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(b) Wir setzen 

K:= {(u,v) e R?| uv > 
und definieren den C°-Diffeomorphismus 

S:,o[ — - 2, | „ro f(r) = (r - 2m) exp (3 —1). 
Die C”°-Mannigfaltigkeit 

MX :=KxS°, 


versehen mit der Lorentz-Metrik 


16m? 


ds? = 





exp(1 _ >) dudv + r’do” mit r= f '(w) 


und der durch &,—0. erzeugten Zeitorientierung heißt die Kruskal-Szekeres— 
Raumzeit der Masse m > 0 (KRUSKAL, SZEKERES 1960). 


Die Schwarzschild-Raumzeiten M7,M3,M? lassen sich isometrisch in die 
Kruskal-Szekeres-Raumzeit M* einbetten: Wir führen die Teilmengen 


Mf :={wv>0}, M&:=f{u<0<v}, MS :={w<0<u} 
ein und definieren auf der Vereinigung MX U M$X UM{ die Abbildung 


(u,v) — (t,r) = (2m log ||, Fw)). 


=1.5m 
=2m 
=2.5m 
=2m 
=3m 


khv ° 





We 
PR 
r 

* 
Il 
o 
























































=0 





=2.5m 

r=2m 

=1.5m _ 
r 


t 
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Satz 1. Die Abbildung (u,v,0,9p) +— (t,r,0, op) liefert bijektive Isometrien 
MM; Mi 1; WM —M:. 
Für den BEWEIS siehe O’NEILL [64] 13, 24.Prop. Der Nachweis der ersten Iso- 


metrieeigenschaft erfolgte im Wesentlichen in der Vorbetrachtung (a). 


Bestimmen Sie die inversen Abbildungen (t,r) > (u,v) in den drei Fällen. 


Um zu einer anschaulichen Vorstellung der hier vorgenommenen Transformatio- 
nen zu kommen, empfehlen wir radial ein- und auslaufende lichtartige Teilchen 
in den vier Koordinatensystemen 


br), (mr), Er), (ud) 


(die Winkelkoordinaten 6, fortgelassen) zu skizzieren und einander zuzuord- 
nen. 


Wir definieren die eingeschränkte Kruskal-Szekeres-Raumzeit als den 
Teil MX := M“ N{v> 0} und betrachten darin die Mengen 

B:={u<0, v>0} = {r<2m, v>0}, 

H = {u=0, v>0} = {r=2m, v>0}. 


Im folgenden Satz schreiben wir für Kurven a in M’f anstelle von r(«a(s)) 
einfach r(s). 

SATZ 2. B ist ein schwarzes Loch, d.h. besitzt folgende Eigenschaften: 

(1) Jedes einmal in B eingetretene (maximal definierte) frei fallende Materie- 


teilchen a : Ja,b| > MX hat eine endliche Zukunft und fällt in die zentrale 
Singularität, 


b<oo, lmr(r)=0. 
ob 
2) Für jedes (maximal definierte) lichtartige Teilchen a : Ja,b| > M{ mit 
a(so) € B für ein so € Ja,b[ tritt genau einer der beiden folgenden Fälle ein: 
i) a(so)E€ H, &(so) € Ta(s,)H. Dann ist b= oo und af[so,©o|) liegt ganz in 
H, es gilt also r(s) =2m für alle s> so. 


i) b<oo und lim r(s)=0. 
sb 


( 
(3) Beliebige Materieteilchen &:]a,b[> MY mit a{ro) € B für ein to haben 
ebenfalls nur endliche Zukunft und bewegen sich auf die zentrale Singularität zu, 


b<o, r(r)<0O fürtr>n. 


Für den BEWEIS verweisen wir auf O’NEıLr [64] 13.30, 13.31, 13.36. 
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Die Hyperfläche H ist die Trennwand zwischen dem statischen Außenraum 
MY = {u > 0, v>0} = {r > 2m, v > 0} und dem schwarzen Loch B; 
diese wird nach (2) (i) also aufgespannt von den mit konstantem Schwarzschild— 
Radius r = 2m stehenden lichtartigen Teilchen. H wird Horizont genannt, 
weil durch diesen Kommunikation nur von außen nach innen möglich ist; vgl. 
auch die nachfolgende Aufgabe (b). 


Als Literatur zum Gravitationskollaps und zu schwarzen Löchern empfehlen wir 
MISNER-THORNE-WHEELER [86] Ch. 31-33, HAwKInG-ELLIS [75] 9, CHRISTO- 
DOULoU [101]. 


1.7 Aufgaben 


(a) Zeigen Sie, dass die Schwarzschild-Metrik in M? UM? bezüglich der Ko- 
ordinaten (n,r,0,,) die Gestalt 


ds? = - (! _ =) dı” + 2dndr + r? do” 
undin M?UM? bezüglich der Koordinaten (&,r,0,p) die Gestalt 
Bern (1- =) de? — 2d&dr + r? do? 
r 


besitzt. 


(b) Rotverschiebung von Funksprüchen bei Annäherung an das schwarze Loch: 

In einer (t,r)-Ebene des Schwarzschild-Außenraums M? (Koordinaten 9, 

fortgelassen) sei r > a(r) = (t(r),r(r)) eine frei fallende Raumkapsel mit 

Energie E<1, und r+> ß(r) = (cor,ro) mit ro > 2m, co = (1- 2m/ro)'/? 

ein Beobachter. Zeigen Sie: 

(i) Die Raumkapsel a erreicht zu einem endlichen Eigenzeitpunkt rı den Ho- 

rizont, lim r(r) = 2m, und es gilt lim t(r) =. 

TOT TOT 

(i) Sind für 7 > rı die Ereignisse a(r) und ß(h(r)) durch Funksignale syn- 

chronisiert (vgl. 810:1.2 (e)), so gilt lim k(r) = oo, d.h. ß empfängt die von «a 
TOT 


unmittelbar vor Erreichen des Horizonts ausgesandten Funksignale mit beliebig 
großer Rotverschiebung. 


Skizzieren Sie die Kurven a, ß und eine Folge von verbindenden Funksignalen 
in den Koordinaten (t,n) und in den Koordinaten (u, v). Beschreiben Sie, wie 
ß den von der Besatzung der Raumkapsel & kurz vor Erreichen des Horizonts 
ausgesandten Funkspruch „Uns geht es gut“ hört. 


ANLEITUNG: (i) Verwenden Sie die Folgerung 2 in 1.5 (b) und stellen Sie wie 
dort r,r,t als Funktionen des Zykloidenabrollwinkels «> dar, wobei Y=0 zum 
Start der Raumkapsel und ı%ı € JO, | zum Eintritt in den Horizont (r(Yı) = 
2m) gehört. Folgern Sie aus 2m = r(yı) = R(1+cosıbı) = 2R cos? (11/2), dass 
tan(ıb/2) = Y(R/m) —-1=a und daraus u t(b) =. 

>91 
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(i) Verwenden Sie die Folgerung 1 in 1.5(b), wonach die Ereignisse a({r) = 
(t(r),r(r)) und ß(h(r)) = (coh(r),ro) genau dann durch ein Funksignal (= 
Lichtsignal) verbunden werden können, wenn 





coh(r) - t(r) = ro -r(r) + 2m log no, 


2 Robertson-Walker-Raumzeiten 


2.1 Modellbildung 


(a) Ziel ist die Aufstellung eines einfachen kosmologischen Raumzeitmodells 
unter der Annahme der räumlichen Isotropie des Universums. Für diese Hypo- 
these sprechen astronomische Beobachtungen, nach welchen die über kosmische 
Skalen gemittelte Sterndichte in jeder Beobachtungsrichtung annähernd gleich 
ist. 

Die Bewegung der Materie des Universums beschreiben wir durch ein Bezugs- 
feld in der Raumzeit, also durch ein zukunftsgerichtetes, zeitartiges Einheitsvek- 
torfeld, welches wir als wirbelfrei annehmen (810:1.8 (c)). Dessen Integralkur- 
ven stellen wir uns durch Mittelung über die Bahnen der Galaxien entstanden 
vor, wobei räumlich lokalisierte Rotationen von Galaxien bei der Mittelung ver- 
nachlässigt werden. 


Wir präzisieren die Bedingungen an die Raumzeit M: 

(1) Es existiert ein wirbelfreies Bezugsvektorfeld U auf M. 

(2) Die Raumzeit M ist bezüglich U lokal räumlich isotrop, d.h. zu jedem 
Punkt pe M gibt es eine Umgebung W C M von p mit der Eigenschaft: Zu 
je zwei Einheitsvektoren v,v’ € I C T,M gibt es eine Isometrie 7:W > W 
mit Fixpunkt p, die mit den Flussabbildungen ®; von U kommutiert und deren 
Differential den Vektor v in den Vektor v’ überführt, 


Vod, = ®,0W, soweit definiert, und Y(p)=p, dV,(v) = v. 


Wegen der Wirbelfreiheit des Bezugsfeldes U gibt es durch jeden Punkt pe M 
eine Orthogonalfläche N, C M für U, welche wir als Momentaufnahme eines 
Teils des Universums interpretieren. Diese Raumblätter N, werden nach ge- 
eigneter Verkleinerung durch den Fluss ® von U ineinander übergeführt: 


Ny = &u(N,), falls p' = ©.(p), 


siehe 810:1.8 (c),(d). Wir zeigen im Folgenden, dass die Isotropiebedingung zur 
Folge hat, dass jedes Raumblatt konstante Krümmung hat und sich die Rie- 
mannschen Metriken zweier Raumblätter N, und N, nur durch einen von t 
abhängigen Skalenfaktor a(t) > 0 unterscheiden. Monotones Steigen dieses 
Skalenfaktors bedeutet Expansion des Weltalls. 
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Bei statischen Raumzeiten ist Expan- 
sion ausgeschlossen, weil alle Raum- 
blätter nach 810:1.8 zueinander iso- 
metrisch sind, was a = 1 bedeutet. 








Das hier betrachtete kosmologische 
Modell wurde 1922 vom russischen 
Mathematiker und Physiker FRIED- 
MANN aufgestellt, sieben Jahre vor 
der Entdeckung der Expansion des 
Weltalls durch HUBBLE. FRIEDMANN 
ging dabei nicht von der Isotropiebe- 
dingung aus, sondern postulierte kon- 
stante Krümmung jedes Raumblattes. 











Wir formulieren die Bedingungen an das kosmologische Modell in Termen der 
Lorentz-Metrik. In 2.2 zeigen wir dann, dass die Feldgleichung auf das Mate- 
riemodell einer idealen Flüssigkeit führen. 


(b) Sarz. Die Raumzeit M erfülle die Bedingungen (1) und (2). Dann gilt für 
jedes zusammenhängende Raumblatt Ny: 

(i) N hat konstante Schnittkrümmung. 

(ii) Die Flussabbildung ®: zwischen Raumblättern N, und Ny» = ®(N,) ist 
eine Homothetie, d.h. mit einem Skalenfaktor a(t) >O gilt 


(dd, (v1), dd.(v2)) = alt)’(v1,v2) für qE Ny, v1,v2 € TaN,, |t| <1. 


Für die Begriffe Homothetie und Schnittkrümmung siehe 8 9:6.1. 


FOLGERUNG. Für die Schnittkrümmungen K, von N, und K, von Ny gilt 
Ky = alt)"”K, nach 89:6.1(b). Die Schnittkrümmungen verschwinden also 
entweder alle oder wechseln nicht das Vorzeichen. 


BEMERKUNGEN. (i) ROBERTSON und WALKER folgerten 1935 die konstante 
Schnittkrümmung aus den Bedingungen Isotropie und Homogenität, charakte- 
risiert durch die Existenz von sechs linear unabhängigen Killing-Vektorfeldern 
auf den Raumblättern (WEINBERG [119] Sect. 13.1, 14.1). 


(i) Ein von EHLERS, GEREN und SACHS 1966 aufgestelltes kinetisches Gasmo- 
dell führt ebenfalls auf die Eigenschaften (i) und (ii), siehe [74] 3. 


BEWEIS nach O’NEILL [64] 12, 6. 
(0) Wir schreiben zur Abkürzung N statt N,. Für jede Isometrie 7:W > W 
mit WVo®,=®;,oW und mit einem Fixpunkt ge N silt 

dV odd, = dd,odV, dV(U,) = Us. 


Die erste Gleichung ergibt sich aus der Kettenregel. Zum Nachweis der zweiten 
betrachten wir die Kurve t > y(t) := ®:(g). Für diese gilt 
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Ypl)) = Vldilg)) = Belllg)) = Belq) = pt), 


also folgt dVW(U,) = dV(ö(0)) = (0) = U.. 

(i) Zum Nachweis der Konstanz der Schnittkrümmung von N betrachten wir 
zwei 2-dimensionale Ebenen E,E'C TyN = Dr mit Einheitsnormalenvektoren 
v,v’ € T4N. Nach (2) gibt es eine Isometrie WU mit Y(g) =q, dV(v) = v’ und 
dV(U,) = U,. Für diese gilt dann auch dV(E) = E’, woraus wegen der Isome- 
trieeigenschaft von VW die Gleichheit der Schnittkrümmungen K,(E),K4(E’) 
nach 89:6.1(b) folgt. Nach dem Lemma von Schur 89:6.1(c) folgt aus der 
Konstanz der Schnittkrümmungen in jedem Punkt qg € N die Konstanz auf 
ganz N. 


(i) Für qg€ N und zwei Einheitsvektoren v,v’ € T,N sei W eine mit den &, 
kommutierende Isometrie um q mit dW(v) = v’. Dann gilt nach (0) für |t| <1 


lad:@)|| = Iad.(drw))]| = Idr(dd.(w))|| = |dB:(v)|l, 


d.h. v+> ||d®;(v)|| hat auf T,N einen konstanten Wert, bezeichnet mit a(t,q). 
Durch Polarisierung folgt 


(d®;(v1),d®:(v2)) = alt,q)”(v1,v2) für vı,va E TyN. 


Wir zeigen, dass die Funktion g> a:(q) = alt,g): NR bei festem t kon- 
stant ist. Hierzu reicht der Nachweis von 


da:(v) = 0 für jeden Einheitsvektor ve T,N, gEeN. 


Sei ve T,N ein Einheitsvektor und a die Geodätische von M mit a(0) = 
p, «&(0) = v. Gemäß (2) gibt es eine mit U kommutierende Isometrie W mit 
V(g)=g, dV(v) = -v. Auch $ := Woa ist eine Geodätische. (Das lässt sich 
am einfachsten durch Wahl von Koordinatensystemen x, y von N um gerkennen, 
für welche yoWozx! die Identität ist, woraus gab, = Jab,y und Tepe = Fab,y 
folgt.) Wegen ß(0) = W(g)=q und ß(0) = (Voa)‘(0) = dV(&(0)) = dV(v) = 
—v folgt B(s) = a(-s) für |s| K 1 aufgrund der eindeutigen Bestimmtheit von 
Geodätischen Y durch ihre Anfangswerte (0), y(0), vgl. $9:4.2(b). Daher gilt 


ä(-5) = B(s) = dW(ä(s)), 
und wegen |(&(s), &(s))| = |(&(0), &(0))| = |(v,v)| = 1 folgt aus (2) für |s| «1 





a(a(s)) = adıläts))|| = aWlaB:(äls)))|| = Iddı(dV(ä(s)))I| 
= lad. s))|| = I-dB(a(=s))| = arla(-5))- 








Durch Ableiten nach s an der Stelle s=0 erhalten wir 


d 
0 = FE a:(a(s)) 














= A(0)a: = var = da:(v). 





s=0 
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(c) Wir verschärfen nun die Forderungen (1),(2) durch Vollständigkeitsbedin- 
gungen an die Raumzeit M sowohl in räumlicher als auch in zeitlicher Richtung. 
Nach (b) besitzt jedes Raumblatt N, C M konstante Schnittkrümmung K7. 
Fordern wir von jedem Raumblatt N, noch die geodätische Vollständigkeit und 
den einfachen Zusammenhang, so ist N, nach dem Satz von Hopf 89:6.2 (b) iso- 
metrisch zur Standard-Raumform S®(K,). Von der Skalenfunktion t > aft) 
setzen wir maximale Definiertheit auf einem offenen Intervall / voraus, d.h. wir 
fordern, dass a nicht zu einer positiven C”°-Funktion auf ein größeres Intervall 
fortgesetzt werden kann. Wir fassen diese Bedingungen zusammen: 

(3) Jedes Raumblatt N, ist isometrisch zur Standardraumform S?(K,). 

(4) Die Skalenfunktion a: /— R>o ist maximal definiert. 


Unter der Bedingung (3) ergibt sich die räumliche Homogenität als Folge- 
rung aus der räumlichen Isotropie: Zu gegebenen Punkten q,gq’ € N» gibt es 
eine Isometrie von N,, welche q in q’ überführt, siehe $9:6.2 (a). 


(d) Wir geben jetzt einer Raumzeit M mit den Eigenschaften (1)-(4) eine Stan- 
dardgestalt. Hierzu fixieren wir ein Raumblatt N, C M und setzen 

K 
IKpl 
ki=0, c:=1 für &,=0. 


kı= c:= |K,| "? für Rp £0, 


Dann besteht die Homothetie mit Skalenfaktor c 
N :=S?(k) — S®(K,) — N,, 


denn die erste Abbildung ist eine Homothetie mit Skalenfaktor c und die zweite 
ist nach (3) eine Isometrie, also eine Homothetie mit Skalenfaktor 1. Weiter set- 
zen wir N: := ®,(N,) und bezeichnen die Schnittkrümmung von N; mit K({t). 
Nach der Folgerung in (b) hat dann das Raumblatt N; die Schnittkrümmung 
K(t) = K(0)a(t)"” = kc?a(t)””, also K(t) = kaft)"? mit der neuen Skalen- 
funktion 


a:I>Rz>0o, tralt) :=calft). 
Im Folgenden schreiben wir wieder a statt a. 


Die Zahl k € {-1,0,1} nennen wir den Krümmungstyp und die Riemann- 
Mannigfaltigkeit N = S®(k) das Raummodell von M. Die Riemann-Metrik 
von N =S?(k) bezeichnen wir mit gy = ds?. 


Satz. Jede durch die Bedingungen (1)-(4) festgelegte Raumzeit M ist isome- 
trisch zur Raumzeit Ix N=Ix S?(k), versehen mit der Lorentz-Metrik 


ds? = -di’+a° ds} 


und der von Ö: erzeugten Zeitorientierung. 
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Unter der Isometrie geht das Bezugs- 


feld U in O, über und die Raumblätter 
N; werden auf die Raumzeitschnitte 
{t} x N abgebildet. 
Wir identifizieren diese beiden Raum- t N: 
zeiten und schreiben 
U=%, M={t}xN. 
Die Raumzeit 
M=IxN=IxS?(k) 
mit der Lorentz-Metrik N D 
g=-ditaigl, ' 
wird Robertson-Walker-Raumzeit vom Krümmungstyp k mit Skalenfunk- 
tion a genannt und mit M(k,a) bezeichnet. 
BEWEISSKIZZE. 


Wir zeigen, dass der von U erzeugte Fluss ®:/Ix N — M eine Isometrie ist. 
(i) Nach Konstruktion ist die Abbildung N = S®?(k) — No eine Homothetie 
mit Skalenfaktor c. Nehmen wir der Einfachheit halber K(0) = ke {-1,0,1} 
an, soist c=1, also N — No eine Isometrie. 

ii) Nach (2),(3) ist der Fluss von U, 


®:IxN-M, (t,g) = Slt,g) = Bı(q), 


rn 


ein Diffeomorphismus. 

iii) Es gilt d®(8.) = Uls , denn die Integralkurven t+ (t,g)EIxN =IxNo 
von ö; gehen unter dem Fluss von ® in die Integralkurven t > ®(t,gq) = ®ı(gq) 
von U über. Wie schon in (a) festgestellt wurde, wird {t}xN = {t}xNo C IxN 
durch den Fluss ® in das Raumblatt N; C M abgebildet. 

(v)8:Ix NM ist eine Isometrie: Die Metrik g = —dt? + a?g};, von 
Ix N bedeutet 








rn 


(v,w) = g(v,w) = vw + alt)’gx (ö, ©) 
für v,w € Te, g(IxN)=TIXTyN, v = (v,d), w = (w’,W) mit Ü,WETYN. 
Für v=w=%=% gilt wegen dd(4) =U 

(dt, dr) = (do, 6) eu (U, U) > (db (9.),d®(d.)). 


Für v,w 1% gilt dd(v) = d®,(V); entsprechend d®(w) = d®,(W). Nach der 
Folgerung in (b) ist 


(dO(v),dAd(w)) = (dd:(v),ddı(W)) = 9ig,(d, W) 


= alt)? gu, 0) = (vu). 
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Schließlich gilt wegen d®(v) = dd.(0) € T,N: =U, mit p= d(t,g) die Glei- 
chung 








(dd(v),d®(9,)) = (dd.(),U,) = 0. 











2.2 Die Feldgleichung für die Robertson-Walker-Raumzeit 


Es sei M = M(k,a) die Robertson-Walker-Raumzeit mit Bezugsfeld U = ö.. 
Die kovariante Ableitung auf dem Raummodell N bezeichnen wir mit D. Der 
Ausdruck DxY ist auch für Vektorfelder X,Y e VM mit X,Y LU sinnvoll, 
weil diese auf den Raumblättern N: = {t} x N tangentiale Vektorfelder sind. 


Satz. Für X,Y,ZEVM mit X,Y,ZLU gilt: 
DvU =0, 
DxU = DvX =a!a' X, 
DxY = DxY + a !a'(X,Y)U, 


Rm(X,Y)U = 0, 
Rm(U,X)Y = a!a”(X,Y)U, 
Rm(U,X)U = a!a’X, 
Rm(X,Y)Z = a *a” +k)(Z,Y)JX - (Z,X)Y), 
Re(U,U) = -3a a”, 
BXTE0: 


Il 
| 
°, 
IS) 
nn 
I} 
Q 
=e 
+ 
Q 
D 
+ 
I 
— 
= 
a 
Sr 


BEWEISSKIZZE. 


Wir setzen x° = t und wählen Koordinaten (x!,x?,2?) für N = S?(k). Die 
metrischen Koeffizienten der Riemann-Metrik g, von N und die der Lorentz- 
Metrik g von M bezeichnen wir mit 


Gap, Tiy, Rdye (a,d,c,de {1,2,3}) bzw. 

Iij» D;;, Rök (3, k,t € 10, 1,2,3}) : 
Aus 

900 = —1, oa = 0, Yab = A’ Gab 


ergibt sich mit etwas Rechnung unter Beachtung von Re — k(Gen6d — Tea 6R), 
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vgl. 89:6.2(a) [UA]: 
To =0, T.=0, TO, = add = a Tagan, 
To =0, Th=atdd, Ta = Ti, 
Rs =l,; reed. Dass are, 
Rdye = k'(a? + k)Rd, = ka? + k)k(Genöd — Feat) 


= a (a? +k)(ge6% — 9ca 65): 











Hieraus ergeben sich die behaupteten Darstellungen, [EA]. 





Das Bezugsfeld U der Robertson-Walker-Raumzeit kann als Vierergeschwindig- 
keitsfeld U einer idealen Flüssigkeit interpretiert werden. Dies entnehmen wir 
der Gestalt des Einstein-Tensors G bei Gültigkeit der Feldgleichung G = 87T. 
Für den Energieimpuls-Tensor T einer idealen Flüssigkeit gilt nach $10:2.3 (a) 


T(U,U) =e, T(U,X) =0, T(X,Y) = p(X,Y) 


für Vektorfelder X,Y LU. Die Energiedichte e und der Druck p sind hiernach 
festgelegt durch 


(1) 3a”?(a”+k) = ne, 
(2) -a*(2aa” +0” +k) = np. 


Die Gleichung des hydrodynamischen Gleichgewichts (äquivalent mit div ’=0) 
ergibt sich aus (1) und (2) [üA]: 


3) &® = -3a'a(e+p). 
Eine weitere unmittelbare Folge von (1) und (2) ist 


(4) data’ = - (e+3p). 


2.3 Die Abstands-Rotverschiebungs-Relation 


(a) In der Robertson-Walker-Raumzet M=IxN mit N = S?(k) sei aı 
eine entfernte Galaxie und ao ein Astronom auf der Erde. Als Integralkurven 
des Bezugsfeldes U = d; haben die Kurven a; die Gestalt t > ai(t) = (t,g;) 
mit geN (i=0,1). 

Die Galaxie aı sende zur Zeit tı ein Lichtsignal aus, das vom Astronom ao zur 
Zeit to > tı empfangen wird. Wir setzen pi := (ti) = (ti,gqi) und bezeichnen 
die Zeit to als Gegenwart. 
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Satz. (1) Der Rotverschiebungsparameter z von (aı,pı) und (@o,Po) (vgl. 
810:1.5 (a)) ist gegeben durch 


a(to) 


1+z = : 
altı) 





(2) Der gegenwärtige Abstand von ao nach aı (also der Abstand der Punkte 
(to,g0) und (to,gı) im Raumblatt Ni, = {to} x N) beträgt 


to 
dt 
do = alt een 
oa a 
tı 
vorausgesetzt, dass im Fall k =1 das Integral höchstens gleich m ist. 


Eine von ao beobachtete Rotverschiebung z > 0 von Spektrallinien bedeutet 
nach (1) also Expansion a(to) > a(tı). Aus (2) ergibt sich die 

FOLGERUNG. Im Fall eines endlichen Zeitbeginns To := inf! > —oo kann ao 
zur Zeit to nur Lichtquellen a&ı beobachten mit 


to 


do < Do := atto) | 


To 


dt 


alt) | 


BEWEIS des Satzes. 


(1) Sei y:[-L0) %M=IXxN, sr y(s) = (t(s),Y(s)) ein Stück einer licht- 
artigen Geodätischen mit y(-1) = pı, Y(0) = po. Nach Beweisteil (i) des Satzes 
in 2.2 lauten die geodätischen Differentialgleichungen mit den dort verwendeten 
Bezeichnungen 


D Eraa)lilln = 0 mit HIN = IaMErs?, 


= 1% 


Gi) +, Na? = As mit A := -2a’(t)alt) "tk. 


Die Lichtartigkeit von Y bedeutet 
Gi) 0 = (N) + alt)? AR - 
Aus (i) und (iii) folgt (a(t)£)’ = a’(t)i” + a(t)i = 0, also a(t)t = const. 














Nach 810:1.5 (a) ist der Rotverschiebungsparameter z damit gegeben durch 


142 - NEM) _ ED m) _ ID _ al) _ alto) 


(4(0), Ao(to)) (%(0), de po) #0)  alt(-1))  altı) 
(2) Die Projektion der Geodätischen s > Y(s) = (t(s),Y(s)) auf das Raum- 
blatt Ni, = {to} x N ist die Kurve s > ß(s) := (to, Y(s)). Das Kurvenstück 
ß8:|-1,0) > M hat nach (iii) die Länge 
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0 


0 . 
22,(8) = f |Iö(s)Ilds = afto) f |Cs)IInds 
0 to 
= alto) de a(t(s)) "i(s) ds = a(to) [ alt) "dt. 


Wir zeigen anschließend, dass 8 durch eine Umparametrisierung h in eine 
Geodätische 8 = ßoh! überführt werden kann. 

Die Länge 1$ (B) des zugehörigen geodätischen Segments repräsentiert in N, = 
S?(K) den Abstand d der beiden Endpunkte (to,qı) = 3(0) und (to, 0) = B(£) 
(O’NEırL [64] 5.20, 10,22). Im Fall K > 0, also für die Sphäre vom Radius 
a(to) = KV? ist das unter der Voraussetzung L$(ß) < mK '/? = ralto) 
richtig, ganz analog wie für zweidimensionale Sphären. 

Damit erhalten wir die Behauptung 


Eee are 


to 


Die Parametertransformation h erhalten wir aus der Forderung ß = (0 und 
der zu (ii) äquivalenten Gleichung 8 = Aß. Durch zweimaliges Ableiten von 


Boh=Bß folgt 
(logh)' = h/h= A = (logalt) ?)‘, also h= caft) ? 


s 


mit einer Konstanten c > 0. Somit gilt h(s)=c f a(t(o))” do. 
_1 














(b) Satz 2. Unter den Voraussetzungen a’(to) >0 und e+3p >20 besteht die 
Taylorentwicklung 





1 1 2:8 .. 
de = u % 5(1+9)z Ho.) für |2| <1. 


Hierbei sind die Hubble-Konstante Ho und der Abbremsparameter 
definiert durch 


._ (to) ._ _ to) a”(to) 
Ho := —= = = 





BEWEIS. 


Die Taylor-Entwicklung von £ > a(to)/a(t) an der Stelle to lautet 


al) _ 1 Er I a) N FOR 














a(t) a(to) a(to)? 2a(to) 


=-l Ho(t to) t (1 } 30) Hd(t - to)” Der 
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(... steht hier wie im Folgenden für Glieder höherer Ordnung). Hiermit folgt 
nach (a) 








z = z(tı) = 1.= Ho(to tı) t (1 } 590) Hdlto -tı)” + nal 


Wegen a’(to) >0 und a” <O nach 2.2(4) gilt auch a’(t) >0 für t< to. Die 
Funktion tı > z(tı) ist somit invertierbar, und wir erhalten 


Ho(to -tı) =2z-— (1+ 390) 2° +.... 


Mit der Integraldarstellung für do in (a) ergibt sich hieraus 


to 

















a(to) Ho 2 
do = dt=tb-t — (to -t rag 
M) j# o-tı + > (to ı) + 
tı 
1 1 2 
= 7% - zit a)2 +...): 


Der gegenwärtige Abstand do einer Galaxie zur Erde ist der astronomische Be- 
obachtung nicht zugänglich. Bei der Bestimmung der Abstands-Rotverschie- 
bungsrelation werden deshalb andere Abstandsbegriffe verwendet, siehe hierzu 
WEINBERG [119] Sect.14.4, D’INVERNO [81] 22. 11. 


Wir setzen 
sinr für k=1, 
Jk(r) = r für k=0, 


sinhr für k=-1. 
Dann ergeben sich folgende Beziehungen mit do: 
a(to)J(do/a(to)) 
de = (1 + z) dm 
da = (l1+z)"'dm 


Echtbewegungsabstand), 
Helligkeitsabstand), 
Winkelabstand), 


dm 


u N 


dm 


= 1- k(dm/a(to))? 


Parallaxenabstand), 
wobei im Fall k = 1 do/a(to) < m vorausgesetzt wird. Für kleine Werte von z 
und do/a(to) fallen alle vier Größen zusammen. 


Systematische Rotverschiebungsmessungen wurden von SLIPHER und anderen 
seit 1910 durchgeführt. Mit Hilfe dieser Daten und den von ihm angestellten 
Entfernungsmessungen fand HUBBLE eine annähernd lineare Beziehung zwi- 
schen der Rotverschiebung und dem Helligkeitsabstand benachbarter Galaxi- 
en und damit die Expansion des Weltalls (1929). Nach der Inbetriebnahme des 
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200-Zoll-Spiegelteleskops auf dem Mount Palomar 1950 konnten Hubbles Nach- 
folger das Datenmaterial um ein Vielfaches erweitern. Bedeutende Fortschritte 
brachten die Messungen der Spektren der kosmischen Hintergrundstrahlung mit 
den Satelliten COBE (Start 1998), WMAP (Start 2001) und Planck (Start 2009). 
Die neuesten Messungen durch Planck liefern die Werte (Planck 2013 Results 
XVI. Planck Collaboration P.A.R. ADE et al. [116]) 


H,' = 14.53:10°’ Jahre, go = - 0.595. 


(c) Bei bekannter Zustandsgleichung p = f(e) kann aus den Komponenten (1) 
und (3) der Feldgleichung von 2.2 die Energiedichte e eliminiert werden, woraus 
die verallgemeinerte Friedmann-Gleichung 


a’ +k = g(a) 
mit einer C”-Funktion g auf ]0,oo| entsteht. Hieraus ergibt sich unter der 
Annahme a’(to) > 0 die Integraldarstellung des gegenwärtigen Abstandes 
l+z 
do = Io mit ao :=alto). 
uyst 


aou-!)—k 
1 


(Nachweis als unter Verwendung der Substitution > u=ao/a(t) im do 
darstellenden Integral in (a)). 


Die Elimination von e aus 2.2 (1) geschieht folgendermaßen: Ist die Funktion 
f:Rı >R C°-differenzierbar und gilt f(0) = 0, u+ f(u) > 0 für u >0,so 
ist die Stammfunktion 


F:Rso>R mit Fo | 


1 
bijektiv. Nach 2.2 (3) ergibt sich ([UA]) 
F(e) = log(ca®”) mit einer Konstanten c > 0. 


Hiermit kann e in der Gleichung 2.2 (1) eliminiert werden. 


2.4 Die Evolution der Robertson-Walker-Raumzeiten 


Wir untersuchen im Folgenden das durch die Feldgleichung 2.2 (1),(3) gesteuerte 
Evolutionsverhalten der Funktionen a(t), e(t), p(t) und setzen dabei voraus: 


e>0 auf I und a’(to) >O für ein to € I. 


Die Grenzen des maximalen Fxistenzintervalls / bezeichnen wir mit 7o und To, 
also / = |%, T&| (-w < Tn < Tx < ). 
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(a) Bei gegebener Zustandsgleichung p = f(e) lassen sich die Gleichungen 
2.2 (1),(3) leicht integrieren. Für druckfreie Materie (p = 0) lautet die Feldglei- 
chung 2.2 (3) & = -3ea’a”!. Diese hat die Lösung 


An 3 
een 


mit einer Konstanten m > 0, die wir als skalierungsinvariante Energiedichte in- 
terpretieren können. Durch Eliminieren von e in der Feldgleichung 2.2 (1) ergibt 
sich die Friedmann-Gleichung (FRIEDMANN 1922) 


a?”+k= 2ma!. 
Für k = 0 folgt aus aa’? = 2m monotones Wachsen von a und monotones 
Fallen von a’. Daher existiert ein To ER mit lim a(t) = 0. Nach der Zeitver- 
t>To 


schiebung t> t— To erhalten wir die Lösung 
alt) = Yomf2 1, ct) = Br au TEI0.8T: 
m 


Für k = 1 ist die Friedmann-Gleichung 
die Differentialgleichung einer Zykloi- 
de (vgl. $2:2.3). Die Lösung kann als 
durch den Abrollwinkel «5 parametri- 
sierte Kurve 


t= m(db — sind), 
a = m(1- cosıb) 


ha 





auf dem Intervall I = ]0,2rm[ darge- 
stellt werden [üA]. 2rm t 








Im Fall k = -1 ergibt sich die hyperbolische Zykloide [öA]. 
t= m(snhd-%), a= m(coshy —-1) auf 1=]0,&]. 


Für alle drei Raumtypen zeigen Skalenfunktion und Energiedichte nahe t=0 
das Grenzverhalten 

a(t) & const -t”/?, e(t)  const-t?, 
also 


lim a(t) = lim a’(t) = lim e(t) = w. 
Kim alt) = 0, lim a/(t) = ©, lim elt) = © 
Im Fall eines offenen Universums S?(k) = R? mit k € {-1,0} findet unbe- 
schränkte Expansion für alle Zeiten 0 <t < oo statt. Bei einem geschlossenen 
Universum S?(k) = S® mit k=1 findet dagegen Expansion bis zum Erreichen 
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des Maximums a = 2m für t= am statt. Danach kontrahiert das Universum 
in symmetrischer Weise bis zum Kollaps zur Zeit To = 2m, wie sich durch 
Zeitspiegelung t > 21m —t ergibt. 


Für die Zustandsgleichung p = e/3 > 0 (Strahlungsmodell für ein heißes Uni- 
versum) ergibt sich aus den Gleichungen 2.2 (3) und (1) ganz ähnlich 


te = m und a?” +k = 2ma? 


mit einer Konstanten m > 0. Als Lösung erhalten wir mit b:= V8m 


alt) = Vbt—kt?, lt) = ERETD) 


auf 7=]0,o0[ im Fall k € {-1,0} und 7=]0,d[ für k=1 [üR]. 
Das qualitative Verhalten der Skalenfunktion und Energiedichte ist also das 
Gleiche wie beim Staubmodell. 


(b) Wir zeigen jetzt unter allgemeinen Bedingungen an das Materiemodell die 
Fxistenz des Urknalls sowie exponentielle Expansion. Hierbei setzen wir e>0 
auf der Robertson-Walker-Raumzeit M = M(k,a) voraus und nehmen an, dass 
e und p Funktionen des Skalenfaktors a sind, e(t) = E(a(t)), p(t) = P(aft)). 
Existenz des Urknalls. Gibt es Konstanten A,ao >0,to € I mit 
E(a)+3P(a) > AE(a) für a<ao, 
a’(to)>0 und a(to) <ao, 
so hat die Robertson-Walker-Raumzeit eine endliche Vergangenheit To > — x, 


und es gilt 


. Ai . / BER, . > 
an alt) = 0, ns (t) = ©, m e(t) = ©. 
BEWEIS. 


Nach Voraussetzung gilt 


E(a)+3P(a) > AE(a), E(a)+ Pla) > > ga) en 


Die Feldgleichung (4) in 2.2 liefert 


An 


(e + 3p)a = 7 (Ela) +3P(a))a > I AE(a)a >o0 


7. An 
a zZ — 


3 





für alle t€ I mit a(t) < ao. Hieraus folgt wegen a(to) < ao 


a(t) < alto) + a’(to)(t- to) für alle t € ]7o, to], 
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was nur für To > — 00 möglich ist. Weiter gilt 


(x) lim alt) = 0, 


t—To 


weil gemäß 2.1 (c) die Skalenfunktion maximal definiert ist. Die Feldgleichung 
(3) in 2.2 liefert auf dem Intervall ]7o,to[ 





/ 1 E P G 1 
ee SEN _ 3Ela)+ Pla) a > (241) bzw. 
€ Ee a E(a) a a 
(ca?*+?)’ e' a’ 
ee A — <D. 
eat‘ € 20427 so 


+A 


Die Funktion ea?** ist also monoton fallend auf [To, to], somit folgt 


elt)a’*(t) > e(to)a’'*ko) = C>0 für te [To,to]. 


Zusammen mit (x) ergibt sich lim e(t) = oo. Weiter erhalten wir mit der 
t 


—To 
Feldgleichung (1) in 2.2 


a? = Tde-k > Flak auf ]70,to[. 





Das liefert mit (x) dann lim a’(t) =. 
t—To 











Wir nehmen nun zusätzlich an, dass das Materiemodell Vakuumsenergie (dunk 
Energie) mit konstanter Dichte euar > 0 und Druck Prak = —Evar enthält, 
d.h. dass gilt 


(0) 


ED Eyak, lim Ela) = Evar, lim Pla) = Poak- 


ao a—xo 


Exponentielle Expansion. Das Materiemodell enthalte Vakuumsenergie und 
es gebe Konstanten aı >0, tı € I mit 


E(a)+3P(a) <O für a>aı, 
a’(tı)>0 und altı) >aı 


sowie BTEyak a7/3 > 1 im Fall k = 1. Dann hat die Robertson-Walker- 
Raumzeit unendliche Zukunft To = ©, und es gilt 
altı)ett) < alt) <altı)e HH) für ı>tı 


mit Konstanten O<u<v. 
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BEWEIS. 
Die Feldgleichung (4) in 2.2 liefert nach Voraussetzung 


m Ar 4m 


3 (E(a) +3P(a))a > 0 





a 
für alle t€ I mit a(t) > aı, woraus folgt 

a(t) > altı)+a’(tı)(t—tı) für alle tEI mit alt) >aı. 
Wegen a(tı) > aı gilt diese Ungleichung für alle t € [tı, T<o[. 


Aufgrund der Voraussetzung lim E(a) = &var < 00 ist die rechte Seite der 
a—oo 


Feldgleichung (1) auf [tı, T«| beschränkt, es gilt also a’(t)/a(t) < v für alle 
t e [tı,T&| mit einer Konstanten v > 0. Unter Beachtung der maximalen 
Definiertheit von a ergibt sich daraus Tx = © (vgl. Bd. 2, 82:6.6). 


Die Feldgleichung (1) in 2.2 liefert zusammen mit &e > eyar im Fall k=1 
'\2 _ 8 k 8 k 8 1 
(2) =37E-m = FEe)-&2 3 Evak = 7 = 
für t > tı, wobei nach Voraussetzung u > 0 gewählt werden kann. Damit gilt 


alt) > altı)e tr) für t>tı. 











Im Fall k<0 ist das ebenfalls richtig. 





(c) Wir setzen jetzt voraus, dass sich die Materie des kosmologischen Modells 
aus den Bestandteilen Vakuumsenergie, druckfreie Materie (Staub) und Strah- 
lung zusammensetzt. 


Der Energieimpuls-Tensor setzt sich gemäß 810:2.2 additiv aus den drei Be- 
standteilen zusammen: 





T = Tyar + Tmat + Trad , 
und entsprechend für Energiedichte und Druck 

E = Evak + Emat + Erad, P = Pvak + Pmat + Prad- 
Die Zustandsgleichungen 


1 
Pvak = —Evak, Pmat — 0, Prad = 3 Erad 


liefern nach (a) und $10:2.3 zusammen mit der Feldgleichung (3) in 2.2 


Eyak = const, Pvak = const, 
3 
Emat = const-a ”, Pmat = 0, 
Erad = const- a*, Prad = const- a*. 


Wir erhalten also mit den Abkürzungen ao := a(to), Ho := a’(to)/a(to) und 
den dimensionslosen Konstanten Nyar, mat, rad In cgs-Einheiten 
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8TG 8TG 


23 N 
— Sue u = Nova ma er Ira BER ie 
3cC?H3 S 30H? (a) ar (&) x (2) 


Mit diesem e liefert die Feldgleichung (1) von (2.2) die Friedmann-Gleichung 
a\”  8rG ck 
(=) Ber 
2 —3 —4 
Hs (Rrar + ars (=) + Omar (=) + rau) ) ’ 
ao ao ao 


wenn wir noch Okrg := — c?k/(Hoao)” setzen. 


Für dieses Modell sind die Voraussetzungen der beiden Sätze in (b) erfüllt [EA], 
es ergibt sich die Fxistenz des Urknalls und exponentielle Expansion. 


Die Friedmann-Gleichung schreibt sich etwas übersichtlicher mit der modifizier- 
ten Skalenfunktion s(t) := a(t)/a(to) = a(t)/ao, 


s’ \? z 2 = 
(*) (+) = Nvak + Okrgs e + mat Ss A + Nrads 5 . 
0 


Die Messungen von Temperaturfluktuationen der kosmischen Hintergrundstrah- 
lung mit der Raumsonde Planck Surveyor liefern die Werte 


rar = 0.6835, Org 20, DMmat 2 0.3175, Orad I 0, 
Hs," = 14.53 - 10° Jahre, 


Q 


(Planck 2013 Results XVI. Planck Collaboration P.A.R. ADE et al. [116]). 


Der Wert Oxrg = 0 spricht für den 
Krümmungstyp k = 0, also für ein A 0/00 
flaches Universum. 

Aus diesen Daten lässt sich das Alter 
des Universums bestimmen: Wählen 
wir zunächst eine Zeitskala mit to = 
0, so ergibt die Integration der DG (x) 
mit dem Anfangswert s(0) = 1 eine 
eindeutig bestimmte Nullstelle 7 < 
to =0 der Funktion s. 

Nach Ausführung der Zeittranslation 
t-t-Tn erhalten wir für das Alter 
des Universums dann to = —To, und 
zwar 


to $ 13.8- 10° Jahre. 


3+ 








> 
0 to=13.8- 109 t (Jahre) 
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